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Haben Vitruv und die rémischen Feldmesser aus Heron 
geschopft? 


Von 
Wilhelm Sehmidt in Helmstedt. 


Es ist nicht das geringste Verdienst CANTORS, in seinen Agrimensoren 
(1875)*) in anschaulicher und anregender Weise den Zusammenhang zwischen 
griechischer Wissenschaft und rémischer Praxis dargelegt zu haben. Wenn 
auf irgend einem Gebiete, so sind die Rémer auf dem Gebiete der Mathe- 
matik, insbesondere der Feldmefskunst, Schiiler der Griechen, dieses hervor- 
ragendsten Kulturvolkes des Altertums, gewesen. Leider sind uns gerade 
viele derjenigen griechischen Schriften verloren gegangen, welche die Ge- 
biete der exakten Wissenschaften betrafen. Daher ist man heute in vielen 


Fallen, wo es-sich um Feststellung von Beziehungen im einzelnen handelt, 


auf Vermutungen angewiesen. So kommt es, dafs mancher wegen seiner 
Leistungen geriihmt wird, der vielleicht nur in der Weise, wie es in den 
ersten Jahrhunderten n. Chr. tiblich war, entlehnt hat; und man liuft Ge- 
fahr, da direkte Abhiingigkeit anzunehmen, wo uns eine genauere Kenntnis 
der damaligen Litteratur vielleicht auf eine gemeinsame direkte oder in- 
direkte Quelle fiihren wiirde. Es ist iihnlich wie mit den Hess. selber, 
die uns jene alten Schriften iiberliefern. Sie gleichen oft einander in 
nicht unwesentlichen Dingen, ja es kommt vor, dafs sie von demselben 
Schreiber geschrieben sind, und doch darf man nicht iiberall unmittelbare 
Abhingigkeit fiir sicher halten. Denn es kann auch hier die gemeinsame 
Vorlage verloren gegangen sein. 


1) S. auch Cantor, Vorleswngen I*,485—551. Einzelne Hinweise finden sich auch 
bei Venrurt, Commentarj sopra la storia e le teorie dell’ ottica I (Bologna 1814); A. J. H. 
Vincent, Mxtraits des manuscrits relatifs & la géométrie pratique des Grees; Notices 
et extraits des manuscrits de la Bibl. impériale XIX: 2, S. 212, 218, 222, 
264, 272, 290, 302, 314, 318, meist nach Venrurn:t; Hurirscu, Art. Gromatici in 
Erscu und Grusers Allgemeiner Encyklopiidie der Wiss. u. Kiinste (Leipzig 
1872); Anonymus, Vergleichung der rémischen Feldmessersammlung mit der Geodiisie des 
HERON von Alexandrien im 2. Bande der Schriften der rémischen Feldmesser 
herausgeg. u. erliutert von Brume, Lacumann und Ruporrr (Berlin 1852), 8S. 477f. 

Bibliotheca Mathematica. III. Folge. I. 20 
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Dals die Rémer von den Griechen abhiingig sind, wird kaum jemand 
bezweifeln. Das beweist, um von anderem zu schweigen, der Name Sosi- 
GENES, das die Namen derjenigen Minner, die unter AGrippas Leitung 
das fiir die damalige Zeit grofsartige Unternehmen einer Vermessung des 
rémischen Reiches ausgefiihrt haben. Aber ist erweislich, von welchem 
Griechen sie abhiingen? Muls es einer der erhaltenen Schriftsteller ge- 
wesen sein? 

Mir wenigstens scheint es keineswegs so sicher, wenn man behauptet 
hat, dafs sowohl Virruvy als alle rémischen Feldmesser von HERON von 
Alexandria abhiingig seien, weil eben gewisse Ahnlichkeiten in den 
griechischen und rémischen Schriften vorhanden sind. Eine gerechte 
Beurteilung der Sache mulfs sich auch mit den Abweichungen abfinden. 
Und wo solche in iiberwiegendem Malse vorhanden sind, wird man be- 
denklich werden miissen. 

Wenn wir uns jetzt dem Virruv') zuwenden, so verzichte ich mit 
Absicht auf ein Moment, durch welches allein schon die Unmiglichkeit 
dargethan wiirde, dafs Virruv aus HERON geschépft hat, niimlich durch den 
bis jetzt noch nicht widerlegten Nachweis, dafs Herons Mechanik*) nach 
dem Jahre 55 n. Chr. fillt, sondern ich will lediglich aus den zwischen 
Heron und Vitruv vorliegenden sachlichen Beriihrungen die Méglichkeit 
gegenseitiger Abhiingigkeit einer Priifung unterziehen. Beide citieren sich 
nicht, weder Heron den Virruv, noch Virruv den Herron, obgleich 
ViTRUV genug griechische Autoren anfiihrt. 

Wenn nun beiden die Kenntnis des Gesetzes der kommunizierenden 


1) So dankenswert und anregend auch die Untersuchungen von J. L. Ussine 
Betragtninger over Virruvil ,de architectura libri decem“ med saerligt Hensyn_ til 
den Tid, paa hvilken dette Skrift kan vaere forfattet, Kopenhagen 1896) sind, so kann 
ich mir dessen Resultat auch nach erneuter Priifung nicht zu eigen machen und 
halte daher an der bisherigen Datierung fest. Es kann nicht meine Aufgabe sein, 
hier im einzelnen meine Griinde dafiir zu entwickeln, sondern ich muls mich begniigen, 
auf die eingehende Besprechung von Ussines Arbeit durch F. Krouy, Berliner 
phil. Wochenschr. 1897, 773—781 zu verweisen. 

2) Einer meiner Kritiker (Berliner phil. Wochenschr. 1899, 8S. 1540) hat 
zwar zugegeben, dafs das Vorkommen des Namens Posiponius in Herons Mechanik 
ein ‘wirklich ausschlaggebendes Indicium’ gegen den iilteren Ansatz fiir Heron sei, 
sucht aber, obgleich die Lesung Posmwonius von drei Arabisten bestiitigt ist, den 
Namen Posiwonis zu beseitigen und, auf Grund einer friiheren Lesung Carras pr Vaux 
(Praxipamas), Arcummepes an die Stelle zu setzen. Aber der Herr Recensent hat leider 
itibersehen, dafs Praxipamas eine Konjektur war. Ist es aber methodisch, eine zweite 
Konjektur auf die erste zu griinden? Und war denn Arcuimepes ein Stoiker?! 
Auch hat der Herr Recensent nicht bemerkt, dafs an der fraglichen Stelle (Hxroy, 
Mech. 1, 24; s. Her. Op. Il, 62, 28 ed. Nrx) Poswonivs gerade in Gegensatz zu Arcui- 


mepEs und dessen Anhiingern gebracht wird! 
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Réhren (Virr. VIII, 5,3 5. 203 ed. Rose*; Heron, Preum. I, 2 8. 34 ed. 
ScuMipT), der Schwere des Quecksilbers (Virr. VII, 8, 3; Heron, Pneum. 
I, 38 $8. 178, 23) und der rationalen rechtwinkligen Dreiecke (Virr. IX 
prooem. 6, X, 6,4 aus den Seiten 3, 4, 5; Heron, Geepon. 50 aus den 
Seiten 30, 40, 50; Heron, Anecdoton Fol. 30° des Constantinop. 1 s. XI 
aus den Seiten 12, 16, 20) eigen ist, so glaube ich diese Kenntnisse als 
ein Gemeingut der damaligen Zeit bezeichnen zu kénnen, das fiir die Fest- 
setzung gegenseitiger Abhiingigkeit ohne Bedeutung ist. Anders liegt die 
Sache bei x. Bisher mulste man nach den Ausgaben fiir Virruv (X, 14 
S. 263 erste Ausg. Roses) a in ungewohnlicher Weise zu 31, rechnen. 
Roses neueste Ausgabe giebt aber X, 9,11) S. 259, 21, 25° den Durch- 
messer des fraglichen Rades nach den Handschriften richtig zu 4//,’, die 
Peripherie wie friiher zu 12'/,’, was fiir a also 3, d. h. den alten baby- 
lonischen Wert ergiebt. Nun kénnte es scheinen, als liege hier eine 
Ubereinstimmung mit Heron vor, weil nach Cantor, Vorl. ?, 375 Heron 
im Buche der Ausmessungen (uwetoxeeg ed. HULTSCH 8. L188 ff.) regelmiifsig 
a —=3 gesetzt haben soll. Aber dies bestiitigt sich nicht iiberall. Z. B. ist 
Mens. 35 5. 200 der Umfang des Kreises mit einem Durchmesser von 14° auf 


'_ ergiebt. Uberdies stehen hier auch noch 


44’ berechnet, woraus sich 7 = 3 
die Worte: tadra (= 14') xatdack teroodxg xual to §"* ylvovtae mde wd’. 
Entsprechend ergiebt sich fiir den Inhalt 154’.*) Mens. 36 wird die Ober- 
fliche einer Kugel vom Durchmesser 14° auf 616’, Mens. 43 der Umfang 
der Grundfliiche eines gleichseitigen Kegels vom Durchmesser 14° wieder 
auf 44° berechnet. Auch in diesen Fiillen ist selbstverstiindlich 2, wie 
sonst bei Heron, zu 31, genommen. Uns selbst ist aufser HERON, 


Mens. 3, 5, 7, 13—15 kein Beispiel fiir 7 == 3 erinnerlich. Aber gerade 





durch ihr spirliches Auftreten machen sich diese Beispiele, die auch 
simtlich in dem unechten (s. unten 8. 315) liber Geeponicus stehen, ver- 
dichtig. Man darf also schwerlich sagen, dafs Virruv und HERON in 
Bezug auf die Wertung von 2 iibereinstimmen, zumal HERON selbst 31, 
fiir genauer erklirt (s. unten S. 311). 

Ferner sollen die Anweisungen fiir die Berechnung des Kalibers der 


Ballisten, wie Virruv sie giebt, aus Herons Belopoiiha geschodpft sein.*) 


1) Ich fiirchte, die von Rose vorgenommenen Anderungen in Bezeichnung der 
Kapitel sind geeignet, der Verwirrung Vorschub zu leisten. Warum ist nicht wenigstens 


ein conspectus capitum hinzugefiigt? 


2) Die Worte vets ... BB’, welche in Handschrift G fehlen, sind als Glossem 
mz. tilgen. 
3) So F. Horrsen, Die Bruchzeichen bet Virrevviws in Furcketsers Jahrb. 1876 


8. 253, 254 und Hine Néherungsrechnung der alten Poliorketiker ebenda 1897 S. 54 
Anm. 12, ferner F. Hutrscu Art. Arithmetica § 17 a. E. in Pavuty-Wissowas Real- 
20% 
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Nun rechnet Heron das Kaliber, d. h. die Licher, durch welche die 
Sehnenstringe gezogen und gespannt wurden, nach folgender Vorschrift 
(Heron, Belop. S$. 113 ed. WEscHER) aus: ‘Soviel Minen der Stein wiegt, 
welcher fortgeschleudert werden soll, ebensoviel (Einheiten) multipliziere 
mit LOO und ziehe aus dem Produkte die Kubikwurzel. Und wenn Du 
zu den gefundenen Einheiten') der Kubikwurzel ||, derselben hinzugefiigt 
hast, so mache das Kaliber ebensoviel Daktylen (& 21,87 mm nach HULTscH) 
vrofs. Z. B. wiege der Stein 80 Minen. Dies mal 100 giebt 8000*); die 
Kubikwurzel 20 und i, davon, niimlich 2, ergeben 22.’ Dieselbe Methode 
der Berechnung des Kalibers hat auch PHILON von Byzanz.*) Eine Me- 
thode, das Kaliber zu berechnen, suchen wir bei Virruv vergeblich, wohl 
aber hat er eine Tabelle von Gewichten mit den entsprechenden Kalibern 
(Virr. X, 11,35. 265° Rost). Nur sind die betreffenden Zahlzeichen bei 
Virruv verderbt. Aufserdem weils man nicht bestimmt, nach welchem 
System Herron seine Minen und Virruv seine Pfunde berechnet hat. 
Wenn man die HeRoNische Mine zu 710 g¢ (HuLrscn a. a. O. 8. 254) 
genommen hat (die attische wog 437 g, die sog. hebriiische 726 g), so 
ist diese Vermutung schon wesentlich durch die Voraussetzung beeinflulst, 
dafs Virruv von Heron abhiingig sei. Aber auch in diesem Falle er- 
giebt sich eine Abweichung von Virruy, da Virruvs Minen a 2 Pfund 
nur 655 g¢ (HuuLTscn a. a. O. S$. 253) ergeben. Und wenn man die 80 
Heronischen Minen mit den 160 Pfund Virruvs in Parallele stellt, so 
haben wir bei Heron das Kaliber zu 22 Daktylen (= ca. 48 em), bei 
Virrvuv zu 20 digiti (so HuLTscu 8. 256, = ca. 37 em). Es ist freilich 
auch letzteres nur Vermutung, da ‘pedes II’ iiberliefert ist, aber HuLTscH’ 


Anderung in ‘pedis | =’ d. h. 1 Fuls (= 16 digiti) und 4 Fingerbreiten 
3 
12 
hier von einer unmittelbaren Abhingigkeit Virruvs von Herron keine 


(= bedeutet quadrans = -5) ist nicht unbegriindet. Es ist nun klar, dafs 


encyklopdédie Il, 1087. Vgl. auch Kécury-Ristow, Griech. Kriegsschr. I, 392 —398. 
Hier wird iibrigens nur allgemein eine griechische Quelle (nicht Heron) vorausgesetzt, 
auch abweichend von Heron fiir Virruv ein Kaliber mit elliptischem Grundschnitt 
(I, 395) angenommen 

1) Es ist mit Cod. Paris. Suppl. 607 dcowy é&v evens wovaddar (nicht uray wie 
bei Wescuer) tijy adevecr zu lesen. ff = words, wie auch oft im Constantinop. 1 

2) 80 Minen sind niimlich gleich 8000 Drachmen. 

3) Mech. synt. 51, 23 ff. ed. R. Scnéye: ‘(Man muls) die Schwere des Steines, nach 
welcher man das Geschiitz bauen soll, in Kinheiten zerlegen und den Durchmesser 
des Loches (= das Kaliber) so viel Daktylen grofs machen, als die Kubikwurzel aus 
der zusammengebrachten Menge an Einheiten betriigt, indem man noch den zehnten 
Teil der gefundenen Kubikwurzel hinzufiigt.? Pmion giebt auch eine Reihe von 
Kaliberdurchmessern fiir entsprechende Gewichte. Die Erfindung der Berechnung des 
Kalibers weist derselbe den Alexandrinischen Mechanikern zu (Mech. synt. 50, 37 f.). 
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auch HuLtTscH, 


verringertem 


seien als die griechischen. 


haben. 


kliire sich eben daraus, dafs der Geschiitzbau bis Virruv gerade durch 
die Verringerung des Kalibers Fortschritte gemacht habe. 


kleineres Kaliber auch weniger Spannnerven voraussetzt, so wird man 


darin 


kreisformigem 









etwa 80 Jahre 
Virruv setzt, hat die Differenz sehr wohl erkannt, nur meint er, sie er 














Da aber ein 








beistimmen 





sehwiicher 








Liige eine Abhiingigkeit Virruvs von HERON 


vor, so wiirde es u. E. sehr auffillie sein, dafs Virruv bei den Geschiitzen 
auch sonst in Einzelheiten abweicht, z. B. in technischen Ausdriicken. 
Virruv X, 10,5; 11,9 $. 264, 268* bezeichnet eine Gegenstiitze mit éyréBadcs, 
einem Worte, welches bei Heron gar nicht vorkommt. 


Stiitze vielmehr cvaaaveryol«a ( Belop. 89, 6; 


mehr, als ausdriicklich bezeugt ist (HERON, Belop. 73, 5—9 ed. WESCHER), 
dafs es viele Schriften iiber den Geschiitzbau gab. 
ginger’, sagt Heron, ‘sehr viele Aufzeichnungen (aielotag cveyouges) 
iiber den Geschiitzbau gemacht haben, indem sie Malse und allgemeine 
Verhiiltnisse aufschrieben (uétoa xal Oredéoeg cvayoavduevor), aber kein 
einziger von ihnen die (genauen) Konstruktionen der Geschiitze noch den 
Gebrauch derselben in ordentlicher Weise auseinandersetzt, sondern da 
sie fiir alle die Aufzeichnung gemacht haben, als ob sie die Sache kennten, 
so halten wir es fiir gut, von ihnen (unsern Vorgiingern) sowohl (ein- 
zelnes) zu tibernehmen als auch iiber die Geschiitze zu berichten u. s. w.’. 
Aus diesen Worten, wie natiirlich auch aus den Belopoiika selber, ergiebt 
sich zugleich, dafs Herron fiir Laien, nicht fiir Fachleute schrieb, wo- 
gegen ein Laie, dem die technischen Bezeichnungen fremd waren, den 
Virrvv sicher nicht verstanden hiitte. 


AGESISTRATOS iiber Kriegsmaschinen geschrieben. 


riechisch auch bei ATHENAEUS’ I/egl unyavyudtar 


1) Vgl. Hurrscns Art. A7THENAIOS in Pauty-Wissowas Realencykl. IL, 2033 f 
M. Tuer, Quae ratio intercedat inter Virnuvium et ATHENAEUM mechan, 8, 95; Leipz. 
Stud. XVII, 2, 275 ff. (dazu Hurrscn in Pauty-Wissowa II, 2862). 
tation lag mir leider nicht vor. 

















HERON nennt diese 

KOCHLY a. 
Wir werden daher fiir Virruv mit der Moéglichkeit rechnen 
miissen, dals er eine andere Quelle fiir diesen Abschnitt benutzte, um so 


























‘Da nun unsere Vor- 






































Nun haben von Virruvs Gewihrs- 
miinnern, die er selber nennt, nachweislich Pyrros aus Makedonien und 











Aus AGESISTRATOS*) 
insbesondere sind einige Angaben (Virr. X, 14—15,1 5, 272, 18 — 274, 18°) 
flossen, welche wir 
20 ed. WESCHER 
sich eine Wendung 

















Und in diesem Abschnitte Virruvs findet 
die bei HERON und, soviel wir sehen, auch bei PHILON 
nicht vorkommt, Virr. X 14,1 8. 272, 207: basis .. 













.» quae graece éoycou 
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(Untergestell, eigentlich Rost, ATHENAEUS: é6ycégvov) dicitur. Dagegen 
treffen wir diese ziemlich seltene') Bezeichnung fiir Untergestell auch in 
Virruvs Beschreibung der Balliste (X, 11, 9 S. 268, 11°). Sollte diese 
éoyco« uns nicht Virruvs Quelle verraten kénnen? Oder wiire es eine 
zu kiihne Annahme, wenn wir auch diesen Abschnitt als aus AGESISTRATOS 
entlehnt betrachteten? Damit wiirde sich denn die Méglichkeit ergeben, 
Virruvs Kaliberberechnungen auf AGESISTRATOS statt auf HERON zuriick- 
gufiihren. Da Virruv nach dem Prooem. § 2 8. 2° auch praktisch bei 
der Zuriistung der Geschiitze (ad apparationem ballistarum) thitig war, 
so wird er auch aus der Praxis manches gelernt haben.*) 

Bei Besprechung der Refraktion®) des Lichtes erwihnt Virruv VI, 
2 3 die beiden verbreitetsten Theorien des Sehens, die das Altertum 


kannte, nimlich die des DeEMoKRIT und ARISTOTELES, nach welcher der 


Anstofs vom Sehobjekte kommt (ArisTor. de gen. anim. S. 781, a, 38 und 
de sensu 2 8. 438, 3), und die bekanntere, nach welcher die Sehstrahlen 
vom Auge ausgehen. Denn Virrvuv schreibt: hoc autem sive simulacrorum 
inpulsu (vgl. PLurarcn, Placit. philol. IV, 13: Ajudzgrtos, “Extxovgog xaree 
eid@iav ciczoicag Govto tO doatixdy Gvupatvery) seu radiorum ex 
oculis effusionibus, uti physicis placet, videmus. Heron kennt dagegen 


nur die vom Auge ausgehenden Strahlen. Vgl. ProLEMEUS, de speculis in 


1) Vgl. noch g6yéeror Porys. IX, 34 in Bezug aut die Schtittschildkriéte und 
Arnen., Deipnosoph. V, 204c, wo von der Unterlage fiir ein vom Stapel laufendes 
Schiff die Rede ist 

2) Es ist auch Virrvv V, 12, 2—3, 8. 127° f. zu Herons Mechanik TI, 11 in Be- 
ziehung gesetzt worden (C. pe Vaux, Journ. asiat. IX: 1, 1894, 8. 405). Aber es 
kann weder bei Vrrrvv noch nach Herons Mechanik in der Ubersetzung yon Nix 
Heron, Op. II, 222) tiberhaupt von Fundamentierung unter Wasser die Rede sein, 
vielmehr handelt es sich Mech. II], 11 nach Nix um ‘eine Methode, grofse Lasten auf 
dem Meere zu bewegen’ (C. pe Vaux hatte statt dessen tibersetzt: ‘le procédé pour 
descendre de lourds fardeaux dans la mer’ Dazu stimmt gut der Anfang von 
Mech. U1, 12: ‘Andre denken auf dieselbe Weise grolse Steinblicke auf dem Meere 
schwimmend zu transportieren’ (auch hier C. pe Vaux: ‘fagon, pour descendre 
les grosses pierres dans la mer’ 

3) Es ist nicht genau, wenn Ginruer, Gesch. d. Math. u. Naturw. im Altertum 
S. 269° behauptet, dafs erst bei Kisomeprs, dem wahrscheinlich n. Chr. lebenden 
Epitomator des Posmonivus, die Kenntnis der Refraktion zum erstenmal begegne 
Schon Arcumepes kannte sie. Vel. Otymrrop. zu Artstor. II ed. Iperer S. 94: Aeye- 
undng abrd todto detxvvow, OTe xL&tat 7H SYisg, ex tod Daxtviiov tod ev kyyelo 
paiioutvov. tay yeo daxtvditoy éuBclyns ev ayystm wi) Ezovte BO@E, ob Pavijcstat cot 
duc tO éEximQocdeiy tO GHua tod eyysiov’ si O° éupdlyns BdwE, wae’ ebtc& MPavijceroa 
Tijs OWswsg Exl td DdwE rApOGAIATOVGNS dixny EvorteOVY xual éxl toy daxtbhLoy xvxhot- 
wevoy xat& dicxiaory (Refraktion). 8. auch Pseudo-Evxum, Katoptr. 286,17 ed. 
HererG; Seneca, Quaest. nat. I, 6,5 und Damianos, Schrift aber Optik ed. R. Scuine 


Berlin 1897) 8. 14 und Anm. 8. 15 
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Roses Anecdota U, 319, 1 (= Herons Katoptrik): ‘radii a nobis inciden- 
tes’, 319, 2 ‘quod autem secundum effusiones rectarum a visu videamus’, 

9, 10 ‘radii emissi a nobis’. Es diirfte Virruv also auch in diesem 
Punkte von HERON unabhiingig sein. Die Theorien selber waren schon 
vor Virruv bis zu einem gewissen Grade Gemeingut der Gebildeten, wie 
wir gerade in diesem Falle an CicERO nachweisen kinnen. Denn gelegent- 
lich einer kleinen Kontroverse mit seinem intimen Freunde ArTrTicus 
(C1cERO ad Arric. II, 3, 2) iiber ein zu kleines Fenster in Ciceros Amal- 
theum (einer Art Gartenzimmer mit dekorativer Ausstattung) auf dem 
Arpiner Gute schreibt CicERO: ,si xat eidddov éguataeoEtg videre- 
mus, valde laborarent e/d@A« in angustiis; nunc fit lepide illa éxyverg 
radiorum®, 

Auch sonst finden wir Abweichungen mannigfacher Art zwischen 
Heron und Virruv. Die Aolipilen (Abh. z. Gesch. d. Mathem. 8, 
1898, 210) stimmen durchaus nicht tiberein. Denn wiihrend Heron den 
Dampf erst aus einem unter der Reaktionsdampfkugel befindlichen Kessel 
in dieselbe hineinleitet (HrEron, Op. I, 230 Fig. 55), lafst Virruv ihn, 
wie es bei den heutigen sog. Aolipilen der Fall zu sein pflegt, sich in 
der Kugel selbst erst entwickeln, und von einer Drehung der Aolipile ist 
bei Virruv I, 6,2 (s. hinter Heron I, 490) gar keine Rede. Und woher 
hat Virruv den Namen Aolipile? Unmiglich aus Heron, weil dieser 
den Namen Aolipile gar nicht kennt. Virruvs Feuerspritze ist ohne 
Zweifel vollkommner als die HERONische (HERON, Op. I, 130 ff, Fig. 29, 
494 ff.), weil sie einen Windkessel (catinus) hat, wodurch erst ein Druck in 
gleichférmiger Stirke erméglicht wird. Beim Wegemesser (ViTr. X, 9, Figur 
s. bei Tu. Beck, Historische Notizen im Civilingenieur 1886, Taf. XXXII 
Fig. 14) liifst Virruv nach jeder rémischen Meile (5000 Fuls = 1000 Schritt 
= 1,5 km) ein Steinchen in eine Wagenkapsel auf eine Bronzeschale fallen, 
wihrend HERON in seinem Hodometer (HERON, Dioptra 8. 306—314 ed. 
VINCENT, s. ebenda S. 306 die Figur) die zuriickgelegte Entfernung durch 
Zeiger auf den in Grade eingeteilten Zifferbliittern anzeigt, jede rémische 
Meile durch einen Grad. Auch ist die Anordnung der Rider und die 
Zahl der Zihne von einander verschieden. Solche Wagen mit Stunden- 
und vielleicht auch Meilenzeigern werden erst bei dem Nachlasse des 
Commopus (7 192 n. Chr.) wieder erwiihnt (s. JuL. Capirouin., Pertinar 
8, 7 in den Scriptores historiae Augustae ed. H. Peter J, 120, 14: vehi- 
cula ... iter metientia horasque monstrantia). Ebenso ist Virruvs Distanz- 
messer fiir Schiffe, der seinem Wegmesser ziemlich analog gebaut ist 
(X, 9, 5—7 8. 261°), weniger kompliziert als Herons Distanzmesser fiir 
Wasserfahrten (Dioptra 8.316 mit Figur). Denn abgesehen von dem 
Meilenzeiger und der Verwendung einer Schnecke als Antriebswelle ist bei 
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HERON auch das Riiderwerk entwickelter. Eine Umdrehung des vierten Zahn- 
rades (Abh. z. Gesch. d. Mathem. 8, 1898, 192) ruft 1. 7. 10°. 81 = 20000 
Umdrehungen des Fliigelrades hervor oder legt, da dieses mit jeder Um- 
drehung 5 Schritte mifst, LOQOQOO Schritte zuriick, von denen je LOOO 
Schritte oder je eine rémische Meile auf einem iiufseren in 100 Grade 
geteilten Zifferblatte durch den Zeiger auf den einzelnen Graden angezeigt 
wurden. Dagegen hatte Virruvs Schaufelrad mit einer Peripherie von 
12) Fufs an seiner Welle ein Triebrad. Aus der Peripherie des Triebes 
ragte ein Zahn hervor, welcher nach jeder Umdrehung des Triebes oder 
des Schaufelrades einen Zahn des mit 400 Ziihnen versehenen vertikalen 


Wellrades weiterschob. Das vertikale Wellrad schob allemal nach 
400 -12'’=— 5000" oder 1000 Schritten oder einer rémischen Meile ein 


horizontales, mit runden Steinchen ausgestattetes Zahnrad um ein Steinchen 


weiter, das dann durch eine Bohrung der horizontalen Welle in eine 
Kapsel fiel. So zeigte das Steinchen durch sein Niederfallen die Zuriick- 
legung einer rémischen Meile an. Auch hier kann also von gegenseitiger 
Abhingigkeit zwischen Virruv und Heron keine Rede sein. 

Ebenso sind HERons und Virruvs Wasserorgeln verschieden (HERON, 
Op. I, 192 ff., 496 ff. mit den zugehérigen Figuren und die Einleit. 8. XLI). 
Abgesehen davon, dals Virruv zwei Kolbencylinder hat und deren Ventile 
von zwei Delphinen gehalten werden, iibertrifft seine Orgel die Heronische 
dadurch, dafs sie noch zwei selbstthiitige Sperrventile im Halse des Wind- 
kessels hat, welche die komprimierte Luft verhindern, aus dem Wind- 
kessel nach den Kolbencylindern zuriickzustrémen. [Einen besonderen 
Vorzug der Virruvschen Wasserorgel bilden aber die gréfsere Pfeifenzahl 
und die Pfeifenregister. Dafs Virruvs Wasserorgel vollkommener ist als 
die HEronische, ist mir zwar immer etwas auffiillig erschienen, doch mag 
sich das aus HERONS Quelle erkliiren. Es gab iibrigens auch im 1. Jahr- 
hundert n. Chr., d. h. zu Herons Lebzeiten einfachere Orgeln mit nur 
acht Pfeifen, wie eine Medaille aus Neronischer Zeit beweist, die in der 
Pariser Nationalbibliothek aufbewahrt wird (HERON, Op. I, S$. XL). 

Nicht einmal die Krane stimmen bei beiden iiberein (Herons Mechanik 
Il 2 ff. mit Figuren; Pappus VIII, 1135 ed. HuLTscn und Virrvv X, 2, 
1, 2, 8, dazu Anhang zu Heron, Op. Il, 296ff. und Virruvs Figuren bei 
Ta. Beck Histor. Not. im Civilingenieur 1886). Zwar finden wir bei 
beiden Krane mit einem und mit zwei Masten, aber die Einrichtung 
weicht im einzelnen von einander ab. Von den sog. Backen (Leisten 
oben an der Seite) und Widerlagern beim Virruvschen Krane mit eimem 
Maste ist bei Heron keine Rede, ebensowenig von den drei Gruppen der 
ziehenden Arbeiter. Andrerseits ist Herons Mast praktischer, weil er in 
dem Untergestell eine Vorrichtung besitzt, die es ermiglicht, den Kran 
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selbst wie heute zu neigen und auch weiter zu schieben. Auch weils 
Virruv nichts von den Seilwindungen, die den Arbeitern fiir Reparaturen 


Und die Benutzung eines Haspels 


wird hier von VirrRuV 


(sine sucula) ausdriicklich ausgeschlossen, wihrend 


HERON davon redet (cig coydtag cx0ddrtEs). 


Dazu kommt, dals Virruv 
eine Leitrolle unten am Maste mit dem griechischen éa¢yav bezeichnet, 


einem Wort, welches bei HERON nirgends vorkommt. 


Nach der Figur 


zwar auch eine solche Leitrolle gehabt 


ferner hat 


mit zwei Masten 


der Virruvs. Wihrend bei 
Heron dieselben bockartig oben durch einen Querbalken verbunden, unten 
durch kleine Streben gestiitzt und obendrein noch durch vier Halteseile 
festgehalten werden, kann man bei Virruv, wenn anders die Uberlieferung 
zuverlissig ist, sich nicht der Besorgnis erwehren, dals die beiden sich 
oben vereinigenden, unten auseinandergehenden Balken bei der Arbeit ver- 
sagen michten, da sie lediglich von vier Seilen gehalten werden. Aulser- 
dem ist bei Virruv der Haspel, welcher als Seilwinde dient, unmittelbar 
mit den beiden Balken verbunden, wiihrend man bei HERON ihn sich ge- 


Krane denken 


falls er, wie beim Krane mit 


einem Mast, Verwendung finden soll. 


Von ARISTOTELES’ Myyamxe sind in Herons Mechanik Il 54 Frage 
e, g—i, m, p folgende Probleme behandelt, ohne iiberall bis ins einzelne 


ihm tibereinzustimmen: 


Warum ein breiter Kérper langsamer fiilt 


Knie_ stiitzt? 


zerbricht, wenn 


Warum ein Stock um so schwiicher 


ist, je linger er ist, und um so biegsamer, wenn er an einem Ende auf- 
gerichtet wird? Warum man die Ziihne mit der Zahnzange und nicht mit 
der Hand auszieht? Warum die grofsen Steine am Meeresstrande meist 
rund sind? Warum ein kleines Steuer grofse Schiffe lenken kann? Da- 


gegen behandelt Virruv X 3, 5, | 


)$. 2507 f. nur das Steuer-, Segel- und 
Ruderproblem, ohne doch mit HERON im Steuerproblem iibereinzustimmen. 


Und woher hat Virruv die beiden anderen? 


Dafs er den ARISTOTELES 
selber gelesen, ist schon deshalb unwahrscheinlich, weil sein Steuerproblem 


auch mit ARISTOTELES nicht vollig iibereinstimmt. 


Also auch hier steht 


noch ein uns unbekannter Gewiihrsmann dazwischen. 


Heron kennt nach seiner Mechanik Ul 13 


die verschiedensten 
Arten der Schraubenpressen, darunter auch eine (Mech, III 15), die be- 


reits zur Zeit Virruvs ums Jahr : 


vorhanden war. Ist es da 
nicht auffillig, dafs Virruv, vorausgesetzt, dafs sein Werk um 14 v. Chr. 


ist (was ja wieder zweifelhaft geworden ist, nach KROHN, 


Berlin, phil. Wochenschr. 1897, 8, 773 ff. schon um 28 y. Chr. heraus- 
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gegeben'), gar nichts davon erwihnt? Wiire es nicht noch viel auf- 
fallender, wenn HERON seine Quelle gewesen wiire? 

Nur in Bezug auf den Hebel sind Heron, Mech. Ul, 8,9 und Virruv 
X, 3, 2—3, 8. 249° einig. Doch ist zu beachten, dafs Virruv das eigent- 
liche Hebelgesetz nicht anfiihrt, wogegen HERON es wiederholt hervorhebt. 

In Bezug auf die sphiiroide Oberfliiche des Wassers, wie sie ARCHI- 
MEDES behauptete (Virr. VIII, 5, 3, 8. 203*), lifst Virruv die Sache 
unentschieden, wiihrend Heron, Op. I, 38, 8 ff. sie ausfiihrlich (nach ArcHI- 
MEDES selbst?) zu beweisen sucht. 

Die Mafsangaben Virruvs auf Grund der menschlichen Gliedmafsen 
(‘ex corporis membris’, Virruv ILI, 1,5, 5. 65°, & cvteaztveay uwehov 
Heron Geom. 4, 5.47) weichen im einzelnen zu sehr von einander ab, 
als dafs man sie mit einander in Beziehung setzen diirfte. Auch spricht 
Heron nirgends von vollkommenen Zahlen wie ViTRUV a. a. O. Ferner 
haben die Theorien der Spirale (Virruv III, 5, 6 a. E.; Heron, Def. 8, 1) 
nichts miteinander gemein. 

Wir kommen jetzt zum letzten Abschnitte unserer Untersuchungen 
zu Virruv. Man hat besonderes Gewicht darauf gelegt, dals Virruvs 
Nivellierungen auf HERON zuriickfiihrbar seien. Vitrruv VIII, 5, 1, S. 202° 
sagt: ‘Nunc de perductionibus (se. aquarum) ad habitationes moeniaque 
ut fieri oporteat explicabo. cuius ratio est prima perlibratio. libratur 
autem dioptris aut libris aquariis aut chorobate. sed diligentius efficitur 


per chorobaten, quod dioptrae libraeque fallunt’. Im Anschlufs hieran 


giebt dann Virruv eine idulsere Beschreibung des Chorobaten (einer 
Libelle) dessen Hauptzweck die Erzielung einer wagerechten Aufstellung 
und anscheinend einer Winkelmessung*) an Ort und Stelle gewesen zu 
sein scheint. Das ist alles, was Virruv iiber das Nivellement vorbringt; 


Rechnungsaufgaben giebt er nicht.*) Man sieht, dals abgesehen von der 


1) In Bezug aut das Verhiiltnis von Virruv zu Puixivs méchte ich im Hinblick 
auf neuere Vermutungen darauf aufmerksam machen, dafs Prix. XVI 224 ed. Mayuorr 
schon Wasserréhren aus Fichten-, Tannen- und Erlenholz kennt, withrend Virruv VIII, 
6, 1, S. 204° nur von Blei- und Thonréhren spricht, obgleich ihm die Widerstands- 
fiihigkeit der Erle gegen Feuchtigkeit nicht unbekannt ist 

2) Auf Messung des Neigungswinkels im Geliinde weisen folgende Worte hin 
(Virruv VUI, 5, 2, 8. 203%): Seo chorobate cum perlibratum ita fuerit, scietur quan- 
tum habuerit fastigii’?. Vgl. noch Virr., VIII, 6, 3, S. 2047: ‘uti specus fodiantur sub 
terra librenturque ad fastigium’, wo es sich um Anlage von Wasserleitungen handelt. 
Fastigium ist aber die Abdachung oder Neigung. Bei Heron findet sich nur einmal 
Dioptra 12,8. 222, 5 Vincent) der Ausduck yogofarjoavta. Der Ausdruck selber 
scheint auch auf unmittelbare Messungen an Ort und Stelle, an Punkten, welche zu- 
giinglich waren, hinzuweisen 

3) Nur Vrrr. VIII, 6, 3, 8. 204° steht noch ein kurzer Hinweis aut Anlegung 
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etwas ausfiihrlicheren Beschreibung des Chorobaten Virruvs Bemerkungen 
lediglich allgemeimer Art sind. Wenn er seine Bemerkungen wirklich 
einer Quellschrift entnahm und sie nicht, was ja wohl denkbar wire, 
seiner eigenen praktischen Schulung verdankte, so mufs man Bedenken 
tragen, die Hrronische Dioptra als diese Quelle zu bezeichnen. Denn 
eine Beschreibung des ywoofeéryg kommt bei Heron nicht vor. Andrer- 
seits wird aber von HERON der cotegioxog (Dioptra 33, 8.298 ed. Viv- 
CENT), die ,,stella* (Winkelkreuz mit Bleisenkeln, s. Canror, Vorles. 17, 501) 
der Rémer ausfiihrlich beschrieben, von der Virruv nichts weils, obwohl 
sie doch bei Festlegung des Decumanus (Ostwestlinie) und des Cardo 
(Siidnordlinie) auch zu Virruvs Zeiten noch benutzt wurde. Dahingegen 
kennt Herron Virruvs Methode des Schattenfiingers (Virr. I, 6, 6, 
oxcPyjoug, s. auch CANTOR, Vorles. I, 500) nicht. Aufserdem ist HERONS 
Dioptra eime so fein durchdachte Vorrichtung (s. H. Scuéne, Die 
Dioptra des Hrroy, Jahrb. des Archiol. Inst. 14, 1899, 91—103 mit 
9 Figuren), dals man sich wundern miilste, wie Virrvv sie hiitte tadeln 
kénnen. Vielmehr werden die von Virruv oder seinen Gewiihrsminnern 
benutzten Dioptervorrichtungen und Wasserwagen im Vergleich zur 
Heronischen noch unvollkommen gewesen sein. Auch sind sie wohl von 
Virrvv noch nicht zu Winkelmessungen gebraucht worden, was fiir Heron 
vorauszusetzen ist. 

Aber selbst, wenn die Beriihrungen zwischen Heron und Virrvv in 
Bezug auf das Nivellement enger und zahlreicher wiiren als sie wirklich 
sind, so kénnte man daraus keineswegs schliefsen, dafs Virruv aus HERON 
schépfte, weil die Benutzung der Dioptra sonst gar nicht so unbekannt 
war. Z. B. verwandte sie DicArEarcu, ArIsTOTELES’') Schiiler, schon zu 
Hihenmessungen (s. CANTOR, Vorles. 1°, 243, Pury. XI, Kap. 64). Auch 
EKvkKiip hat vermutlich von der Dioptra Gebrauch gemacht, da er nach 
PLuTARCH Non posse suaviter vivi secundum Ericurvu Kap. 10, 8. 1093 E 


(Evuielonv yocpovte te dvoatguxc) Vermessungsaufgaben geschrieben 
hatte, wie solche ja thatsichlich in Eukuips Optik, Kap. 18—21 ed. 
HEIBERG, 5. 283—32 iiberliefert sind. Nicht minder mals ERaTosTHENES 
(276—196) Hoéhen mit der Dioptra nach THEON in Prozemarr Magn. 
constr. ed. Basil. (1538), 5.25"), und nach Simpuicius in Aazsr. de caelo, 


von Luftschichten: “putei ita sint facti uti inter binos sint actus’ (eine Strecke von 
35,5 m). Uber den Schattenwerfer s. 8S. 307. 

1) Ob bei Artstor. de gen. anim. V,1 der Ausdruck dv’ edbiod pléxov auf eine 
Dioptra hinweist, ist zweifelhaft. 


9 Thy dk 2) a) , , 2nw Pa , wf) .? , aaa he 
~ yt CHO TOV VIPHAOTRTM@V OO@V EML TK LUVUCUAAOTEDRK WLAUTOVEANY HOT ETOV 


detnvveiw “Epautootérns duc tev && axoctnudtoy ustpovedy OtomtoOay. 





308 Wintuetm Scumipr. 


p. 134°"), der fast wortlich mit THEON iibereinstimmt, wozu man noch 
die yon Cantor, Vorles. [*, 243 aus THEON von Smyrna ed. HILLER p. 124 
angefiihrte Stelle vergleichen mag. Auch der entweder unter ATTALOs | 
(241—197) oder Arratos IT (159—138) lebende Biron nennt ( Veter. 
math. p. 112, 19) die Dioptra. 

Spiitestens in der ersten Hiilfte des I]. Jahrhunderts v. Chr. wurde bei 
der von KLEOXENOS oder DEMOKLITOS erfundenen und von PoOLYBIOS 
(X, 46) verbesserten interessanten niichtlichen Fackel- und Buchstaben- 
telegraphie*) eime Dioptra mit zwei Roéhren allerdings nur zur Beobachtung 
der rechten und linken Seite dessen, der das Feuersignal erwiderte, benutzt 


(duatoay Ovo abiloxovg Exovearv, GEtE Tod Uehdovtos avTiTVOGEvELY TH 


4 5 ; 3 , ; 
uty tov dekiov téxov, tH OF TOY EvovvUcY D¥vYaGFu PEewgeiv). Im 


Laufe des 2. Jahrhunderts v. Chr. konstruierte ferner HipparcH seine 
Dioptra*®), freilich nur zum Zwecke astronomischer Winkelmessungen. ‘) 
Hierzu kommen wieder in Bezug auf geodiitische Messungen die Bemer- 
kungen des GEMINOS, der wohl auch noch im 1. Jahrhundert v. Chr. ge- 
lebt hat. °) 


1) O yee “Eparootérng tijv e220 tov ivyiotét@r ded@v reds Te bPEtueve aiatoV- 
sev xcterov Osinvver Otc tis OLOMTEAS Evraustonous E% TOV ExOGTHUCTaAY bacezoV- 
car otadior dex 

2) An derselben Stelle wird nach Aryneas Tactricus aus dem IV. Jahrhundert 
vy. Chr. (um 360 y. Chr.) von Poxysrvs noch eine einfachere Fackeltelegraphie erwiihnt 
Das diirfte die ialteste der uns bekannten sein Die von Juntivs Arricanus in den 
Westen (UT. Jahrh. n. Chr.) beschriebene liuft auch auf eine Buchstabentelegraphie 
hinaus (s. Canror, Vorles. 1°, 411 Vel. noch zu Porypios F. Zampauvr, J] telegrafo 
nella Grecia antica, Atene e Roma. Bulletino della Societa Italiana per la 
diffusione e Vincorragiamento degli studi classici, 1899, Nr. 8 

3) Turon oder vielmehr Parrvs in Prorevaz: Magn. constr., S.-262 und Prox os, 
Hypotyp. astron. hypothes., p. 109 ed. Hatma (auch dieser in der Baseler Ausgabe mit 
Figur wie THroy). 

t) Vgl. F. Hertsen, Winkelmessungen durch die Hirrarchische Dioptra; Abh 

Gesch. d. Mathem. 9, 1899, 198—209. Auf solche astronomische Messungen 
weisen anscheinend die Stellen bei Pui. I, 69 und Otympropor, Fol. 59” in Aris 
Meteor. ed. Ipever I, 159 hin. Hirrarcus Dioptra hatte Protemagvs (s. Huirscu a. a. O., 
S. 200) wieder hergestellt 


5) Es ist neuerdings behauptet worden (Tirret, Berlin. phil. Wochenschr. 
1899, 8. 1541), dafls Gewinos nach Heron gelebt haben miisse. Was man zum Be- 
weise anfiihrt, ist aber nicht so sicher als es scheinen kénnte. Denn dals auch 
Proxtos tin J, Buc... Elem, 41,3—42, 8 ed. Frmepiem, ein Abschnitt, in dem Heron 
zitiert wird, aus Geminos entnommen sei, ist nur eine Vermutung, weil wahrschein- 
lich Prokios 38, 1—41,2 aus Geminos geschépft sind. Auch der zur Begriindung 
vorgebrachte Hinweis auf Parr. VIII, 1026, 8, wo die Bemerkung iiber Geminos sich 
auf den ganzen, freilich ahnlich lautenden Abschnitt von Parr. VIL, 1024, 12 an be- 
ziehen soll (s. Tirrer, De Gemini Stoici studiis mathematicis quaestiones philologae. 
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In den Var. coll.. Kap. 12, ed. HuLTscH 8. 248 f., welches wahrschein- 
lich aus GEMINOS geschépft ist, ist wiederholt von Ausmessungen von 
Keldern, der Entfernungen und Héhen von Bergen und Mauern, der Breite 
von Fliissen u. dgl mit Hilfe der Dioptra und unter Verwendung der 
Verhiiltnisse von Seiten iihnlicher Dreiecke (xaré Adyoug xal e&vahoytug) 


die Rede, wobei aber auch die Berechnung nach kongruenten Dreiecken 


sig iGdtTEag), Wie wir sie in der ,,fluminis varatio“ der rémischen Feld- 
messer wieder finden, als nicht ungebriiuchlich vorausgesetzt wird. 

Wir sehen also, dals wir die Kenntnis des Gebrauchs der Dioptra vor 
Virrvuv selbst schon fiir die Zeit, die der friiher dem HERON zugewiesenen 
Lebenszeit vorauf liegt, als ziemlich verbreitet annehmen miissen. Um so mehr 








Diss. Lipsiae, 1895, 8. 7), ist lediglich Vermutung. Das zai vor Teuivog (Huirscu: 
‘eum alii tum Geminus’) liifst noch die Méglichkeit einer anderen Quellschrift offen. 
Es werden ja nicht selten, z. B. von Prokxios, die Autorennamen gerade da ver- 
schwiegen, wo ganze Abschnitte entlehnt sind. Aber ich will hier die Sache nicht 
entscheiden; sie bedarf noch der Kliirung. Doch méchte ich einige Gegenargumente 
zur Erwiigung stellen. Darauf, dals es Prokios 42,7 heilst: i260 trav rahlararv 
cveyeyonuutva mapedjgauev, dals also von mehreren Quellen die Rede ist, will ich 
kein grofses Gewicht legen. Aber nicht nur in den allerdings stark interpolierten 
Heronischen Definitionen finden sich Beriihrungspunkte zwischen Herron und Geminos 
vel. Def. 75, p. 23 und Proxios, 8. 111, 1, worauf schon Tannery hinweist, s. auch 
Tirrer, Diss., S.'61, dazu die Spirenschnitte Her. Def. 28 und Prokios 111, Canror 
I, 340°), sondern auch zwischen Herons Geometrie 3,6, einer Schrift, die auch nach 
Canrors Urteil (Agrimensoren, 8. 190, Anum. 69) sich, abgesehen vom Schlusse, am 
reinsten erhalten hat, und Geminos eigener, auf der des Posmonius beruhenden Defini- 
tion der Parallelen bei Proxios in J. Hucz, elem. und Anaritivs ed. Currze. 
Die Stellen lauten: 


Heron GEMINOS 






































































































































Geom, 3, 6 
Tlapcdhinkos dé étéon sb- 
Dein, oooMAeanEmeYy TI 
ebteia Lyovou év cxeotgs 


dicdétyuara Gddijiog ion. 


nach Prokn. 177, 21—25 

Tov O& iGov est &xE- 
yovoay dtcotyiuc al siow 
evtetan undéxote thaccov 
movodoae TO wetagh adtar 
év évl éximéda@ magcddiniot 
eiovv. 

Tocawita xal amd Tijs 
Teuivov grronahics 


evedeéciusta. 


| 
| 
| 
| 
| 


| 


nach Anaritius 26, 11—15 

Philosophus tamen Aga- 
nis (== Greminus) diffinivit 
lineas equidistantes dicens: 
Linee equidistantes sunt, 
que cum sint in una super- 
ficie, si utique in infinitum 
protrahantur, erit semper 
spatium quod est inter 
eas unum. 


Scheint daraus nicht zu folgen, dafs Heron nach Geminos gelebt hat? Dies 


wiirde, vorausgesetzt, dafs 


Heron im J. Jahrhundert n. Chr. lebte, gut mit den 


Resultaten im Kinklang stehen, die Tannery (Géom. grecque) und EK. Marrixt (uaest. 
Posidonianae. Leipz. Stud. z. klass. Philol. XVI: 2, 8. 386) gewonnen haben, dafs 
nimlich des Gemrnos Isagoge jedenfalls nach 70 y. Chr., vielleicht nicht vor 30 v. Chr. 


entstanden sei. 
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werden wir, von den bereits oben erwiihnten Abweichungen in HERONS 
und Virruvs Angaben iiber das Nivellement ganz abgesehen, Bedenken 
tragen miissen, eine Abhiingigkeit des einen vom andern anzunelimen. 

Wir sind nunmehr mit unsern Untersuchungen iiber Virruv zu Ende. 
Fassen wir das Resultat kurz zusammen, so liiuft es darauf hinaus, dalfs 
genaue Ubereinstimmungen zwischen Heron und Virrvy nicht nur spiir- 
lich, sondern auch meist so allgemeiner Art sind, dafs sie fiir die Fest- 
setzung gegenseitiger Abhiingigkeit nicht in Betracht kommen, dafs aber 
andrerseits die Abweichungen zahlreich und meist so erheblich sind, dals 
eine gegenseitige Benutzung ausgeschlossen erscheint. 

Wir kommen zu COLUMELLA und den Agrimensoren. Ersterer ge- 
hért als Zeitgenosse SeNECAS dem 1. Jahrhundert n. Chr. an, da seine 
Schrift ‘Uber den Landbaw’ etwa um 62 n. Chr. verfafst ist, letztere der 
Zeit TRAJANS oder noch spiiterer. Hier wiirde also der Umstand, dals 
Heron ins 1. Jahrhundert n. Chr. zu setzen ist, an sich einer Abhiingig- 
keit dieser Miinner von Heron nicht im Wege stehen. 

Von den neun Aufgaben COLUMELLAS (De re rustica V, 2, 5. 9. LO 
ed. J. G. SCHNEIDER) kénnen nur die vierte, achte und neunte (s. CANTOR, 
Agrimensoren, 5.90) in Betracht kommen, da die iibrigen zu allgemein 
sind, wie ja auch Cantor, Vorles. 1°, 5O8f. sich auf die genannten be- 
schriinkt. Wenn wir nun von den Zahlen absehen, so finden sich aller- 
dings bei Berechnung des Flicheninhalts des gleichseitigen Dreiecks Uber 
einstimmungen mit HEron. 

HERON, Geom. 15,1 ed. HULTscu (auch in den Metrika, wo die Seite 


; a ae aK - 
a ebenfalls = 10) berechnet zuniichst die Héhe h = ~ Y3, und da er 3 
26 


immer zu *° nimmt, h = =a. Bei der Berechnung des Inhalts (Geom. 


30 
” . a 26 : 
15,2) rechnet Heron daher / = | -{-a. In der Geom. 14, 1 verwendet 


2 30 
HERON (a = 10) dagegen wie COLUMELLA (De re rust. V, 2,5, 8. 


. : = . an a ° 7 ° > 
a = 300) die Formel /’' = -. + 7 Diese Formel ist offenbar aus der 
0. 


vorhergehenden, die jedenfalls urspriinglicher ist, abgeleitet und nur eine 


. a 26a l3a- 
andere Form derselben. Denn statt | - . kann man auch = oder 
- , o 
10a* 5a’ a* 
=> oder 
30 | 30 3 


a* . . + ° 1 
+ ;, schreiben. Da zu dieser Umwandlung im Grunde 


nicht viel Scharfsinn gehért, ja da die den Alten eigene Geliiufigkeit, die 
Briiche in Stammbriiche Zu zerlegen, von selbst darauf fiihren mulste, so 


weifs ich nicht, ob die Benutzung dieser Formel fiir eine gegenseitige 
Abhingigkeit ausschlaggebend sein kann. 


Die niichste Aufgabe betrifft die Fliiche eines Kreisabschnittes, der 
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kleiner ist als der Halbkreis, wenn s die Sehne (fco.g bei HERON, basis 
bei COLUMELLA) und h die Hiéhe (xé#erog bei HERON, latitudo bei CoLvu- 
MELLA) des Abschnittes ist. Hrron, Geom. 98,4 rechnet nach der Formel 


9 
s - 


= und setzt s = 20, h = 34, CoLUMELLA (De re rust. V, 

) §. 243) nimmt s = 16, h = 4 und verwendet dieselbe Formel. Von 
den Zahlwerten abgesehen, ist die Ubereinstimmung augenscheinlich. 
Hinsichtlich der Entstehung der Formel sind einige Bemerkungen in Herons 
Metrika (Fol. 83" des Cod. Constantinop. 1, s. XI, s. auch HrERron, Op. Il 
ed. H. ScuOnNE) von Interesse. Hier fiihrt Heron aus, dafs die Alten 
(of coyator), die x zu 3 gerechnet hiitten, een solchen Abschnitt (rujju« 
| 


, \ wa ° 2 : set 
tov xvudov tO Ehuttov rucxvzdtov) nach der Formel —! 


h 
-h ausgerechnet 


hiitten. Aber darauf hitten andere genauere Untersuchungen angestellt 
1 


dann die obige Formel aufgestellt, die aber nur dann Geltung habe, wenn 


(oi cxoupeotegov efytyxdteg) und a zu 3> genommen.  Infolgedessen sei 


die Sehne nicht gréfser als das Dreifache der Hiéhe sei (Otay 4 Béorg tod 
turjuatos wi welkor 7 i) TorxdAi, tig xadérov). Wenn nun HERON in den 
Metrika s = 14, h =7 setzt, wie schon iihnlich (nach den Metrihka) fiir 
die iiltere Formel s = 12, h =6 genommen war, so weist dies darauf 
hin, dafs beide Formeln urspriinglich von einem Halbkreise abgeleitet 
und nur naherungsweise fiir die kleineren Kreisabschnitte verwendet sind. 


. -— s ° “Ree ‘ 87? 
enn az >» 18 und daner e ache des alobkreises == Ist, SO 
W 3 ist 1 daher die Fliche des Halbk 5 ist 
; ‘ . : . Qr? r ; i” 
scheint man auch hier eine Zerlegung in ~- + -; und weiter, da spiite- 


stens zu Herons Zeit eine Klammerabsonderung bekannt war ( ANARITIUS 


; ia . 2r , n 2r+r 
ed. Curtzg, 8. 89, 2), in (+ 5)r=-—, 


\« - “ 


‘ry vorgenommen zu haben. 


Indem man dann den Durchmesser mit der Sehne und den Radius mit 


7 ; ss sth * . 
der Héhe vertauschte, gewann man die Anniherung us -h. Abnilich 


kénnte es mit der erweiterten Formel gegangen sein. Wenn a =: 


. ; 227° 217° y* Br? r? 2r+r 

; ”" ¢ cTe1S 1 = === == == - 

ist F’ (Halbkreis)*) Tene : + 3 ; 

oder wenn auch hier s=—2r, die Héhe —v, der Radius im 2. 


1 
' os oa’ s+i ) 
F’ (angeniiherter Kreisabschnitt) = + > + ( 


aber = 1s gesetzt wird, ist 
2 14 


1) Die Richtigkeit der Formel fiir den Halbkreis hat schon Canror erkannt 
(Agrimensoren, S. 48). 





312 Wirvetm Scumiptr 


Indem Heron in den Metrika diese Methode auf die Berechnung der- 
jenigen kleineren Kreisabschnitte beschriinkt, deren Sehne s nicht > dh 
ist, giebt er zugleich fiir den Fall, dafs s>3h sei, dieselbe Formel, 
welche fiir den Parabelabschnitt gilt, der $ des Dreiecks erster Ordnung 
ausmacht, und bei dem die Sehne senkrecht auf der Achse der Parabel 
steht, wobei die Anniiherung (@¢ éyyrora) ausdriicklich betont wird. Das 
wire also J’ (angeniiherter Kreisabschnitt) = “ - : - Merkwiirdigerweise 


2 3 
haben weder HERON in der Geometrie noch COLUMELLA diesen Diorismos 
beachtet. COLUMELLA weicht auch in den Zahlen von HERON ab, stimmt 
in diesen dagegen, wenn wir von der kleinen Ungenauigkeit des End- 
resultates (“pedes XLIV <paulo amplius>’) absehen, mit dem Urheber eines 
Rechnungsbeispieles in der freilich interpolierten Aufgabensammlung des 
Constantinopol. 1 s. XI, Fol. 38°, wo allerdings die Ausrechnung fehilt. 
Doch ergiebt sich aus dem Endresultate, dafs unsere Formel benutzt 
sein mufs: 

Kei addy wetooduev tuiuc eho Und wiederum messen wir einen 
Tov auixvedtov, ov (sc. tuxjuctog) _ Abschnitt, der kleiner ist als ein 
1) Oucuetgog (statt Péoi.g) wod@y ts, | Halbkreis und dessen Sehne ( Hs. 
i) 02 xéPetog rod@y 0. xat gor | Durchmesser) sich auf 16 Fulfs, dessen 

Hohe sich auf 4 Fuls beliiuft. Und 


xoda@v wd c’ wd’, (Colum. a. a. O.: : 
es macht 44) 1) (= 44+) Fuls. 


si minus quam semicirculus erit, 


arcum sic metiemur. esto arcus 


| 
! 
cuius basis habeat pedes XVI, lati- | 


tudo autem pedes IIII etc.) 


Auch diese Aufgabe hat den Diorismos vernachlissigt.') Da nun bei 
HERON, Geom. 94, 5.125 (s= 16, h = 6), Geom. 95, 8.125 und Mensur. 


30, 8. 198 ed. Huntscu (s = 12, h 4) die Zahlen innerhalb des Dio- 
rismos liegen, so diirfte ein Zweifel an der Echtheit*) der von der ge- 


gebenen Grenze abweichenden Aufgaben nicht ganz unberechtigt erscheinen. 


1) Die Konstantinopeler Sammlung enthilt noch ein anderes unediertes Beispiel 


(s 14, h = 6, F = 634), bei dem der Diorismos beobachtet ist, auf Fol. 11°: 


“aPETOS MODMY FS, 7, 


Eét@ (tutjua> thetroy iurnvuiiov, 1 ” 


” dé Pdotg zOdmY LO. svgeiv 
adtod th éupadov - told ovtas - CbYPES THY dow xed ‘udPerov - yivorvtat DES % - 
ov C+ ylvovta: modes t - Tad ta éxi tiv ucdPetov - yivovtat mddsg — - CAA TOLw xal 


, 
h- 
yt 


Pacem@s “egos C - ylvorvtae mOdES F- Taita Ep euvtTdé. yivortat mOdES UP, wv 1d 
vovtar yc’ - tadta me0ctiP@ toig E - yivovro wddeg Eyc’. 
2) Allerdings hat Heron auch in den Metrika Fol. 85" des Constantinopol. 1 bei 


Berechnung des tue feooov jjuxveiiov (s = 14,h = 31) den Diorismos nicht be- 


achtet. 
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Dieser Zweifel gilt in erhGhtem Malse von der auch in den Zahlen mit 
COLUMELLA tibereinstimmenden Aufgabe, da die Sammlung, in der sie 
steht, nachweislich zwar Heronisches Gut enthiilt, aber in der vorliegen- 
den Gestalt nicht von Heron herriihren kann. Ob HERON bei den oi 
cxo.BeotEegov efytyxdtes, abgesehen von ARCHIMEDES’ Berechnung des 
Kreisumfangs, auch an Miinner gedacht hat, welche die Ausdehnung der 
Halbkreisformel auf den kleineren Kreisabschnitt zuerst vollzogen oder ob 
Heron dies selber gethan hat, steht dahin. Unmédglich wiire es nicht, 
dals die Formel zu Herons Zeit schon allgemeiner war, und dals sich 
auch in andern Biichern entsprechende Aufgaben (s. oben 8. 311) fanden. 


Das Sechseck rechnet HERON in den Metrika (Fol. 78" im Constantin. ) 
. , 13a" . R : 
durch die Formel J’ (Sechseck) = —— aus, wo a die Seite des Sechsecks') 
vo 


ist. Hierzu giebt Heron, Geepon. 77, 8. 218 ed. HuLTscu em Beispiel 
mit a = 30 (' = 2340). Die Formel lifst sich nach Analogie der 


. = F <8 . » we . 13a®?.6 13a? . 
Formel fiirs gleichseitige Dreieck auch auf die Form ——— = -6 


5 + 6 30 
10a* 3a*\ . ae a . ; 9 
= o= b I oo a 
( 30 + 7) ; + 73) 7} 


Auch HERON giebt Geep. 76, 8. 218 ein Beispiel mit a = 30, F = 2340. 


. . ve . a . 
1) Da die Hihe h des gleichseitigen Dreiecks = > V3, so ist der Inhalt der 


2 2 15 65 
2) Etwas umstiindlicher kommt ein iiufserst schwer lesbares, aber mit vieler Miihe 
doch gliicklich entziffertes unediertes Scholion von zweiter Hand auf dem Rande von 
loch gliicklicl tziffert liertes Scholion von zweiter Hand auf dem Rand 


6a a 26 13a* 


: : 26 
6 Dreiecke des Sechsecks, Y3 zu 5 gerechnet, 
0 


Fol. 19% des Constantinop. 1 zu demselben Ziele: 


Anodéderyev Apyiurjdng, Ori tary’ ceted- | Ancuimepes hat bewiesen, dals 13 
yave tx &xO Tig mheveds tod Eayovov | Quadrate von der Seite des Sechsecks 
isw siot &° éEayovorg, wore Korat rd wev- | gleich sind 5 Sechsecken, so dals das 
téyovoy (so Hs statt é&dywvor verschrie- | gechseck zwei Einheiten, ‘. fe betragen 
ben) B’ woveddar (?) c’’ dexdtov. rc& dé OVO . 11: 1.31 
” of . yd , ; wird. 2 ist aber = und von 6. 
c 6Oéuatoy tay ¢s TOLTOV Oéuatoyv. ava- 2 10 3 10 
lvtivray yee tay Sto c” dexcdrov eig | Denn wenn man die 2+ % in 26 Zehntel 
und die 6 in 60 (Zehntel) aufliést, werden 
die 26 von 60 ein Drittel und ein Zehn- 
tel betragen. 


‘ 


us" Otuata nal tov s’ éig &', Porar ta 


roy , e , 
S toltoy d&uatov tay §’. 


13 5 6 1 1 26 60 } 60 60 
Also — = 2 cess ) 0, 6 = zi 5o3 daher 


2 = == —: 96 = 
5 3 10’ 210 10 3 


26a? a® (60 60 6 6 18 ¢ 
F (Sechseck) = 0 = 4 ©) a? = (74%) 6 toh weil 
_—" 10 10 \3 + t0 als + io 3 t+ yo) & Ich wei 


nicht, ob der Scholiast eine Stelle aus den vorhandenen Schriften des Arcumepes im 
Sinne hatte. In der Kreismessung, die ja von Vielecken handelt, findet sie sich in 
der angefiihrten Form nicht. Daher scheint es, als sei sie ein Novum. 

Bibliotheca Mathematica. T11, Folge. I, 21 
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Die Formel wird Geep. 173, 8. 229 ed. HuLTscH (== Constantinop. 1 Fol. 
61°) unter der Uberschrift Etxieidov Ev@uuetgixe (ebenso HERON, Geom. 
105, 8. 137 ed. Huirscn unter derselben Uberschrift) und am Schlufs 
der Geometrie in den zwar Heronisches Gut enthaltenden (z. B. Geom. 
102, 11, 103, $.136 auch in Herons Metrika, Fol. 81"), aber auch mit 
fremden Bestandteilen durchsetzten Vielecksformeln Geom. 102, 4, 8. 134 
(a = 30, F = 2340) und ebenso bei Pseudo-DiopHant II, 16 ed. TANNERY 
(== Cod. Constantinop. 1 Fol. 19%, a = 30, /’ = 2340) benutzt, dessen 
Stellen genau mit Geepon. 76. 77 iibereinstimmen. Dieses selbe Beispiel 
bietet nun auch COLUMELLA (De re rustica V, 2, 10, 8. 243 a = 30, 


2 | 
o 


F == - so) .§ = 2340). Die Ubereinstimmung zwischen HERON und 
COLUMELLA ist hier nicht blofs in Bezug auf die verwendete Formel, 
sondern auch den Zahlwert genau. Vorausgesetzt, dals die Umformung der 
Sechsecksformel von Hrron selber stammt und dafs die aus ihm an- 
gefiihrten Rechnungsbeispiele echt sind, wiirde man allerdings eine Ab- 
hiingigkeit COLUMELLAS von HERON annehmen miissen, wobei voraus- 
zusetzen ist, dafs HERON vor 62 n. Chr. schriftstellerisch thitig war. Weil 
es aber andrerseits denkbar ist, dafs beide aus einer gemeinsamen Quelle 
schépften, wie die Formel ja auch dem EUKLID zugeschrieben wird 
(s. oben Z. 2), so werden wir iiber die Méglichkeit, dafs COLUMELLA 
aus HERON schépfte, nicht hinauskommen, zumal da bei den iibrigen Bei- 
spielen die Zahlen bei COLUMELLA andere sind. Fiir so sicher, wie CANTOR, 
kénnen wir diese Sache nicht halten. 

Diese Abweichung in den Zahlen hat Canror, Agrim., 8. 92 und 
Vorl., 8.510 damit zu erkliiren gesucht, dafs letztere dem Geom. 102, 2, 4, 
5. 134 erwiihnten ,anderen Buche* (Ado BiBdAcov) entnommen seien. Dieses 
andere Buch sei aber eine zweite, uns verlorene Ausgabe von HERONS 
Geometrie (CANTOR, Vorles. 1, 8. 364) gewesen. Dem mufs ich wider- 


sprechen. Buifdtoy heilst ‘Buch’ und weiter nichts, Ausgabe heilst éxdoove. 


So spricht man von Evxieldov tig Oe@vog éxddGE@sg, so nennt HUTOKIOS 

die Ausgaben der Konika des APOLLontUs von Perge (II, 176,17 ed. 

HEIBERG ziedvar otody éxddcemv) éxddGég. Nun steht dort (Geom., 

102,2) & tho Pipii@ tov “Howvog edge, ovtwg ‘in einem anderen 
va-~ 


Buche wurde die Fiinfecksformel so gefunden’, niimlich FF’, = -—, wobei 


vo 
die Seite a = 10 ist. Thatsiichlich steht nun ein solches Beispiel nach 
derselben Formel und mit derselben Zahl Geepon. 75, 8. 218 ed. HULTSCH 
(auch Constantin. Fol. 19"). Freilich finden wir die Formel auch in den 
5a® 


Metrika (Fol. 77° des Constantinopol., F,=~-.-, auch hier a = 10). 


Ferner heifst es Geom. 102,4 in Bezug auf die zweite Sechseckformel 
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a a*\ 2) 944 > #99 17. . . , ’ 
| F, =(5 + a G| éhiwg év thdo BiBdio ‘anders in einem Buche’, d. h. 
13a° 


dals sie eben anders rechne als F), = Hier fehlt freilich der Zusatz 


tov “Howvos. Aber der Excerptor hat m. E. sicher tod “Howvog ge- 


meint. Kr hatte es vielleicht am Rande nachgetragen, und von da ist es 
durch einen Irrtum des Schreibers im Texte an eine falsche Stelle ge- 
raten, niimlich an den Schlufs des kleinen Absatzes statt an den Anfang. 
Derartige Versetzungen sind nicht so ungewéhnlich. Auch von dieser 
Formel finden wir Geepon. 76 ein Beispiel mit genau entsprechenden 
Zahlen, wogegen die Formel in den Metriia fehlt. Was folgt daraus? 
Dals dies &Ado BiBdtov') aus der Geom. 102, 2. 4 allem Anschein nach 
eben der zum Teil auch im Constantinopol. 1 iiberlieferte sog. liber Gee- 
ponicus ist. Obgleich dies 8. 211 “Howvog cicayaoyal tov yEemuetgov- 
uéveyv tiberschrieben ist, so kann man es dennoch nicht als eine zweite 
Ausgabe von Herons Geometric bezeichnen in dem Sinne, wie CANTOR 
es von einer verlorenen zweiten Ausgabe meint, besonders da es ja auch 
stereometrische Aufgaben enthiilt. Uberhaupt ist augenscheinlich, dafs 
der liber Geepon. in der vorliegenden Gestalt mit dem bunten Wechsel 
zwischen Planimetrie und Stereometrie nicht aus Herons Hand _hervor- 
gegangen sein kann. Dies bestitigt der Constantin. 1, welcher in der 
Reihenfolge der Aufgaben vielfach abweicht. 

Es eriibrigt noch die wichtigsten Punkte bei den Agrimensoren einer 
kurzen Besprechung zu unterziehen. Die in den rémischen Feldmessern 
ed. LACHMANN I, 31, 12—34, 13 dem FrRONTIN zugeschriebene und von 
Cantor zu Herons Dioptra 23,24 in Beziehung gesetzte Stelle wird von 
Huitrscu (CANTOR, Agrimens., 5. 202, Anm. 191) dem FRONTIN § abge- 
sprochen, ist doch auch etwas allgemein gehalten. Wenig Hindruck 
wird der Graecismus podismus ‘Ausfulsung’ (a. a.O0. 32,5) machen, da 
das Wort zodvoudg bei HERON nur an ein paar unechten Stellen ((reep. 
204, 4,5; 205, 1) nachweisbar ist. 

Bei Hyern (Rom. Feldm. I, 166ff.) hat zwar Figur 205 eine gewisse 
Ahnlichkeit mit den Figuren der Dioptra, Kap. 23, 24 ed. Vincent. Aber 
gleichen nicht mehr oder weniger alle zwecks Aufnahme solcher Felder 
entworfenen Figuren einander? Ferner liegt im einzelnen keineswegs eine 
genaue Ubereinstimmung zwischen Hyain, Rim. Feldm. I, 193, 3 (s. Cantor, 


1) Was es mit dem &iio BiBiiov tot “Howvog Geom. 101, 8. 131 fiir eine Be- 
wandtnis hat, habe ich noch nicht ermitteln kénnen. Geom. 101 mag zwar Heroni- 
sches Gut enthalten wie Geom. 100 sich z B. mit Fol. 81° in freier Weise beriihrt. 
Aber Huurscn’ Zweitel sind nicht ganz unberechtigt. Geom. 101, 1,2, 7,10 sind in 
etwas anderer Form auch im Constantin. 1 vertreten. 

21* 
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Agrim., 8.98 und Anm. 198, vgl. auch Rém. Feldm. I, Taf. 19, Figur 173, 
wo AC irrtiimlich parallel BD ist) und Heron, Dioptra 10 vor. Die 
allgemeine Methode, zu einer sichtbaren, aber entfernten Geraden eine 
Parallele abzustecken, wird doch wohl Gemeingut der Fachleute ge- 
wesen sein.) 

Des BaLBus Malfstabelle (Rom. Feldm. I, 94f.) stimmt zwar mit der 
sog. zweiten HrRoNischen Malstafel (Script. metrol. ed. HuLrscu, I, 184) 
iiberein, aber es ist unbestritten, dals diese eben nicht von HERON 
stammt. Die Definitionen (Rim. Feldm. I, 98) stimmen mit EvKuip. 
Die Messung der Breite eines Flusses und der Héhe von Bergen (Rom. 
Feldm. I, 92, 18—93, 3, s. auch HuLTscu in FLECKEISENS Jahrb., 1897, 
S. 50, Anm. 4) waren derzeit fiir die Fachleute keine ungewéhnlichen Auf- 
gaben mehr (s. oben, §. 309, Geminos, Var. coll. 249 ed. HULTSCH: revy@v 


UYY, ToTMUaY ACTH U. a.). 

Etwas anders liegt die Sache bei Nipsus. Herron, Geom. 24,2 und 
Nipsus, Rém. Feldm. 299, 4—16 (Berechnung der Hohe im spitzwinkligen 
Dreiecke mit der Basis 14, den Seiten 13, 15, éxorow Heron, 8. 64, 15 
= praecisura Feldm. I, 29,13) stimmen freilich ziemlich genau iiberein, 


ebenso, von den verschiedenen Zahlwerten abgesehen, Geom. 12,3 mit 
Nirsus, Feldm. I, 301, 6—14 (Berechnung der Hohe h aus der Spitze des 


rechten Winkels auf die Hypotenuse c, nach der Formel h = — wenn 
a und } die beiden Katheten sind). Dazu kommt die Verwendung der 
bekannten Formel fiir die Inhaltsberechnung eines Dreieckes aus den drei 
Seiten (HeRoN, Geom. 30, 81, 2, Entwicklung des Beweises Dioptra 30, 
S. 286 ed. Vincent = HERON ed. HuLtscu, 8. 235 und vielleicht urspriing- 
licher Fol. 70° in den Metrika, s. Heron, Op. LI ed. Scoéne — Nipsus 
Feldm. I, 300, 11—301,5). Nipsus hat als Zahlwerte 6, 8, 10, Heron 
dagegen andere, auch in den Metrika (7, 8, 9) und unter den unedierten 
Aufgaben (13, 14, 15; 9, 10, 17). Wenn Canror sich hierfiir auf das 
yandere Buch“ Herons (Agrimens., 8. 108), d.h. auf die zweite Ausgabe 
der Geometric beruft, so ist das jetzt nicht mehr angiingig (s. oben 
S. 314). Nun kénnte ja Nirsus die Zahlen selbst geiindert haben. 
Notwendig ist die Annahme der Abhingigkeit des Nipsus von HERON 
nur in dem Falle, dafs die sog. Hrronische Dreiecksformel wirklich 
HERON zum Urheber hatte. Aber Cantor, Vorl. 1°, 360 rechnet selbst 
mit der Méglichkeit, dafs Heron einen zu seiner Zeit schon anderweitig 
bekannten Satz vortrage. Und es kann aufser den Herronischen auch 


1) Der Ausdruck (linea) ordinata, weleher bei Barsus 98, 16, Hyein, 193, 15 
Parallellinie bedeutet, kommt auch in dem jiingst entdeckten Hrronischen Fragmente 
(Anaritius ed. Currze, S. XXVIII) vor, kann aber wohl nur ‘proportional’ bedeuten. 
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noch andere Rechenbiicher gegeben und Nipsus aus einer solchen ver- 
lorenen Aufgabensammlung geschépft haben. ') 

Nur der Vollstindigkeit wegen erwiihnen wir noch JuLIus AFRICANUS 
und Virruvius Rurus (Cantor, Vorl. 1°, 410,517). Des ersteren Methode, 
die Breite eines Flusses zu berechnen, weicht insofern von HERON ab, als 
AFRICANUS imstande ist, eime der gesuchten gleiche Breite wirklich zu 
messen, Wiihrend Herron sie nur berechnet. Von Virruvius Rurus 
bezw. EPAPHRODITUS*) sind die genau iibereinstimmenden Rechnungs- 


1) Der Wichtigkeit der Sache wegen sei es erlaubt, im Anschlufs an Canrors 
Bemerkungen itiber die Kenntnis von Auflisungen unreiner quadratischer Gleichungen 
Agrim., S. 106) aus der Konstantinopeler Aufgabensammlung eine unedierte wirk-: 
liche quadratische Gleichung, die yvielleicht auf Heron zuriickgeht, abzudrucken 
Fol. 29" des Constantinop. 1 s. XI. Sie folgt in der Hs auf Geepon. 79, S. 219): 

Yoglov tetecywmvoy tyov to éuBecddr Von einer quadratischen Fliche, deren 
usta tis TEQuueteov TOd@Y @GS Otezooi- Inhalt und Umfang 896’ betragen, den 
oct TO Eupoddy &x0 Tig wegiuétgov. aol | Inhalt vom Umfang zu sondern. Ich 
oiras. txPov xePolinds wovddag 0. ay | Mache es so. Setze allgemein vier Ein- 
, , , ; . j a heiten; davon die Hilfte. Es werden 2’. 
c’: ylvovtae mddeg B. tadta« xoincor ég : ce ot ca 
Dies multipliziere mit sich selbst. Es 
werden 4’. Jetzt setze dies mit 896 zu- 
were tov GS. Swot yivovteu wddeg Q. | sammen. Es ergiebt zusammen 900. 


ov mheven TETQUyYOMLAY. ylworte: Odes | Daraus die Quadratwurzel. Es macht 30’. 


éavtd. ylvorvtae addeg 6. otrt_eg Koti 


i. nod &xd tov 0 bperdoy td c’. yivov- | Und von den 4 nimm die Hiilfte weg. 
Es werden 2’. Bleibt als Rest 28’. Der 
Inhalt betriigt also 784’. Und der Um- 
tang wird (Hs soll) 112’ betragen. Setze 


tar 0deg B. horxtoy yivovtae mddEg x7. 
tO ovy EuBadov Eotiy x0d@Y Wxd. xel 7} 
mepiustoos fotm modmy eLB’ duod Girses ; ~ . - 
ye Ore eres , erp” ol "S| Jetzt das Ganze zusammen. Es werden 
Mote TH MeVTE’ ylvortar rddES S. - ”» a _ 
." . . er ee re oe 896’. So grols wird (Hs soll) der Inhalt 
GOUVT@OY 6T@ oO Eu ado eT No Wwéeol- T . : s * ag’ 
‘ _ TO EuBadov merce tijg megL nebst dem Umfange sein, niimlich 896’. 


uétoov, TO0@Y WQS. a : z . 
: I h hal _ - (Wir haben hier also die unreine qua- 
ch habe den Text gegeben, wie er in . ATO: 
: = dratische Gleichung 
der Hs steht, obwohl an mehreren Stellen 5 7 
. ° 7 ° ‘ a?+ 4a 3896 
zu iindern sein wird, wie z. B. zyooeiov 
, ” f es ’ 2 . 206 
tetoayavov tyov<tos>, einigemale wove- ‘ 4 + 4 = 896 


+ 2)? = 900 


dor 9) statt zodar (x) und gorae statt 


toto). 


| 
| [Der negative Wurzelwert ist nicht be- 


riicksichtigt). 

Kine andere unreine quadratische Gleichung Herons als Rechnungsaufgabe s. bei 
Cantor, Vorl. 12, 377. 

2) Vgl. aufser Canror noch V. Morrer, Un nouveau texte des traités @arpentage 
et de géométrie d’Eparuroprrvs et de Virruviws Rurvs avec une introduction de 
P. Tannery, Notices et extraits XXXV: 2, Paris 1896 und dazu M. Currze, 
Deutsche Litteraturz. 1897, S. 414. — Dafs P. Tannery, Notes sur la Pseudo- 
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beispiele mehr allgemeiner Art. Dazu kommt aber, dafs Virruvius Rurus 
in dem sehr wichtigen arithmetischen Teile anerkanntermafsen (s. CANTOR, 
Agrim., S. 121 4f.) eine andere Quelle als Heron benutzt hat. 

Dafs nun die Rémer auf dem Gebiete der Mathematik und insbeson- 
dere des Feldmessens von den Griechen gelernt haben, ist unbestritten. 
Dals diese griechische Quelle in erster Linie Heron von Alexandria sei, 
ist fiir Virruv, den Verfasser der Baukunst, sehr unwahrscheinlich. Bei 
COLUMELLA und den Agrimensoren mag man vielleicht eine indirekte 
Abhiingigkeit von Herron fiir miglich halten. Aber durch zwingende 


Griinde erwiesen ist sie nicht. Vielmehr darf man die Benutzung iihn- 


licher Vorlagen, die doch nach GEMINOS anscheinend vorhanden gewesen 


sind, nicht ganz aufser acht lassen. Unser Resultat ist demnach gering. 
Aber es ist unter Umstiinden auch nicht ohne Wert festzustellen, dafs das, 
was man sicher zu wissen glaubte, nicht tiber allen Zweifel erhaben ist. 


Géomeétrie de Borce (dieser Band, 8. 41) jetzt Nresus aus der Liste der Agrimensoren 
streichen will, darf ich bei den Lesern der Biblioth. Mathem. als bekannt voraus- 
setzen 





die Heronischen Vielecksformeln trigonometrisch? 


Von 


Wilhelm Schmidt in Helmstedt. 


Die Herronischen Vielecksformeln sind aus Cantor, Vorl. I, 370 
bekannt. Ihre Ableitung galt aber bisher fiir zweifelhaft. CAaNnvTorR be- 
zeichnet sie als trigonometrisch, aber TANNERY’) und A. von Braun- 
MUHL*) sind anderer Meinung. 

Die Entscheidung dieser Frage bringen HERONS Metrika, welche im 
1. Buche (Fol. 77°—80" des Constantinopolitanus 1 s. XI, s. auch Heron, 
Op. IIL ed. H. ScHONE) die Formeln fiir das Fiinfeck, Sechseck bis Zwélf- 
eck einschliefslich auf geometrischem Wege ableiten. 

Da Cantor a. a. O., 8. 373 am Achteck versucht hat, die trigono- 
metrische Grundlage nachzuweisen, so sei es gestattet hier Herons geo- 
metrische Entwickelung fiir das Achteck auszufiihren. TF iir die iibrigen 
Formeln wird es geniigen, auf die demniichst erscheinenden MJetrika zu 
verweisen. 

In nebenstehender Figur ist 

Loxe= Rh 
| x 1B 
= 1k 
=iR 

L0¢€ 


024 =a (a Seite des Achtecks) 


04 = wd (weil LwdA=fR), 


1) L’ Arithmetique des Grecs dans Heron d@ Alexandrie par M. Paut Tannery; 
Mémoires de la société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux 
4,, 1882, S. 184, 


2) Vorlesungen wiber Geschichte der Trigonometrie I, Leipzig 1900, 8. 9. 
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Ou = ux 
f { 


*U 17 


uA ~—s:12 
(Daraus ergiebt sich mit Hiilfe korrespondierender Addition [ovvy@evtt] 


wu-+us 17-4 12 ) 
wh a 12 


nh nh 29 


wh ~ ds 12 


. : ; ; 7 . : . a. 
Hieraus folgt, da x4 die Hihe h des einzelnen Dreiecks und 04 , ist, 


in etwas umstindlicher Weise 


“ 29a? 
Also ist J. = ; 
) 
Die kleine Differenz zwischen dieser Anniherung und dem genauen 


Werte nach trigonometrischer Berechnung beruht beim Achteck, wie man 


sieht, auf dem nur angeniiherten Werte (//2 ~ = 1,41666) fiir V2, der 


2 = 


. /z c a q. ‘i 
sich aber dem genaueren (V2 = 1,41421) mehr niihert als — im liber 
0 


Greepon. (CANT »R, Vorl. r, 368, 372). 1) 


Zugleich haben wir einen Beleg dafiir, dals die Anniherung |; schon 


12 


alter ist als THron von Alexandria (CANTOR a. a. O., 8S. 408). Sie wird, wie 


CANTOR vermutet, aus dem Lehrsatze tiber die Seiten- und Diametralzahlen 
gewonnen sein, den man auf die Pythagoreer zuriickfiihrt.*) 


1) Sollte dies und die abweichende Achtecksformel (Canror a. a. 0., S. 372) 
nicht ein neuer Fingerzeig fiir die Unechtheit des liber Geeponicus sein? Setzt man 

/ 7 . 240° 
oben V2 = —, 80 ist J, = ——-- 

0 0 

2) F. Hurrscn, Die Pythagoreischen Reihen der Seiten und Diagonalen von 
Quadraten und thre Umbildung zu einer Doppelreihe ganzer Zahlen.  Biblioth. 
Mathem. 1,, 1900, S. 11. 





Urkunden zur Geschichte der Trigonometrie im christlichen 
Mittelalter. 


Gesammelt und erliutert 
yon 
Maximilian Curtze in Thorn. 


In den Vorlesungen iiber Geschichte der Trigonometrie hat Herr A. von 
BRAUNMUHL eine Reihe von Thatsachen erwiihnt, die er handschriftlichen 
Notizen entnommen hatte, welche ich ihm zur Disposition gestellt. Da 
der Herr Herausgeber der Bibliotheca Mathematica mir gestattet hat, 
diese Notizen unter dem obigen Titel in seiner Zeitschrift zu verdffent- 


lichen, so lasse ich dieselben mit noch einigen andern von mir seitdem 
neu gefundenen hier folgen. 


1. Aus dem ,,Liber embadorum“ des Savasorda + in der Ubersetzung 
des Plato von Tivoli. 


Ich entnehme dieses Stiick den beiden Handschriften der National- 
bibliothek zu Paris ,Manuscerits latins Ne’ 11246 et 7224“?), welche mir 


1) Dafs Savasorpa mit Aspranam BAR Cassa identisch ist, hat Morirz Srem- 
SCHNEIDER zuerst nachgewiesen. Fiir die Leser dieser Zeitschrift ist es am bequem- 
sten den Jahrgang 1896, S. 33—42 nachzulesen, dort findet sich nimlich eine zu- 
sammenfassende Ubersicht seiner Untersuchungen iiber diesen merkwiirdigen Mann. 
Savasorpa ist eine der vielen durch die lateinischen Wbersetzer verschuldeten mittel- 
alterlichen Verdrehungen griechischer und semitischer Namen und lautet im Originale 
yA'HB AL Scnorra“, d. h. Fiirst der Leibwache. 

2) Von den beiden oben erwihnten Handschriften ist Nr. 11246 die dltere. Sie 
fiihrte friiher die Bezeichnung Supplément latin 774, unter welcher Bezeichnung Lrsrr 
dieselbe auffiihrt, und entstammt dem Ende des XIV. oder dem Anfang des XV. 
Jahrhunderts. Auslassungen, welche dieselbe Hand, die den Codex schrieb, auf den 
Riindern und zwischen den Zeilen ergiinzte, sind von einem spiteren Besitzer voll- 
stindig ausradiert. Ehe diese Verstiimmelung aber geschah, hat ein sachkundiger 
Kopist des XVII. Jahrhunderts das Mscrt. lat. 7224 aus Nr. 11246 abgeschrieben. 
Nr. 7224 enthalt absolut genau dasselbe, wie die andere Handschrift, nur hat es auch 
das in 11246 fehlende letzte Blatt noch gelesen und erhalten. 
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durch hohe Vermittelung des Auswiirtigen Amtes von der Verwaltung 
der ,,Bibliothéque Nationale“ fiir lingere Zeit zur Benutzung itiberlassen 
waren, wofiir ich hier meinen ergebensten Dank 6ffentlich auszusprechen 
fiir eine angenehme Pflicht halte. Ehe ich zu dem Abschnitt aus Sava- 
soRDA selbst iibergehe, méchte ich noch bemerken, dafs die im 2. Bande 
seiner Histoire des sciences mathématiques en Italie von Liprt gemachten 
Mitteilungen iiber den Inhalt dieser Handschriften absolut Unwahres ent- 
halten.‘) Das, was Lier dort SavasorDA zuschreibt, sind Ausziige aus 
dem zweiten und dritten Buche der Geometrie GERBERTS*) und Zuthaten, 
welche erst dem 15. Jahrhundert enstammen. Die wirkliche grofse Wichtig- 
keit des Liber embadorum als Hauptquelle fiir die Practica Geometriae 
des LEONARDO VON Pisa*) hat Lispri nicht einmal geahnt. 


[18’] Capitis Secundi Pars Quarta in arearum camporum circularium ac 
semicircularium, et quorum formae sunt plus minusve semicirculo perfecto, 
cognitione. 


Perfecti quidem circuli aream nosse poteris, si eius diametri cogni- 


tionem habueris. Igitur si diametri summam in 3 et septimam multi- 


1) Man sehe Band 2, Note IV, p. 480—486. Um eine der vielen falschen An- 
gaben Lisris zu berichtigen, verweise ich auf eine Bemerkung (p. 483): ,,Savasoxpa 
ne résout qu'une seule équation du second degré, sans donner la formule générale, et il 
»s arréte a des choses si simples, qwil faut avouer qwil n’était pas fort en analyse“. 
Die dazu in Anmerkung 1 aufgefiihrten Aufgaben aber gehéren gar nicht Savasorpa, 
sondern stehen auf den letzten zwei Bliittern des Manuskriptes durch die Kreis- 
messung des Ancameprs in einer bis jetzt unbekannten Ubersetzung aus dem Arabi- 
schen und durch Ausziige aus Gersertr von dem Werke Savasorpas vollstiindig ge- 
trennt. Dagegen hat Savasorpa siimtliche Fille der quadratischen Gleichungen 
aufgelist, beweist deren Auflésungen, kennt bei der Form «* + a = bax beide Lisungen, 


2 
) —a< 0 die Aufgabe unméglich wird. Puaro tibersetzt, 


= de b 
und weils, dafs fiir c 


wohl in Ubereinstimmung mit dem Verfasser, res mit latus, census mit embadum. 

2) Uber die Ausziige aus Gerserr sehe man Busyov, Opera Gerserti, p. 302 
—335 und meine Besprechung des Buches in Deutsche Litteraturzeitung 1900, 
Nr. 13, Sp. 891—893. 

3) Leovarvo hat die Anordnung seiner Practica Geometriae, sowie einen grofsen 
Teil seiner Siitze bis auf die Zahlenbeispiele dem Liber Embadorum zum teil wirt- 
lich entnommen. Im Nachfolgenden finden sich einige solcher Entlehnungen, und 
werde ich an den betreffenden Stellen ‘auf die Seitenzahlen der Ausgabe Boncompacyis 
verweisen. Ich will damit nicht sagen, dalfs bei Leonarpo sich nicht eine bedeutende 
Zahl ihm gehiériger Untersuchungen finde, dafs er das von Savasorpa Ubernommene 
nicht weiter ausgefiihrt und vervollstiindigt habe, aber er ist, und darauf méchte ich 
eben Gewicht legen, doch von dem 100 Jahre iilteren Verfasser abhiingig, ebenso 
wie er es von dem Liber trium fratrum ist, wie schon Grestne festgestellt hat. Lxo- 
xarvo hat die Ubersetzung Praros benutzt, nicht etwa das hebriische Original. 
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plicaveris, circumferentiae circuli longitudinem reperies. Qua inventa, si 


diametri dimidium in dimidium circumferentis lineae duxeris circuli emba- 
dum nimirum invenies.') 

Ad cuius evidentiam esto circulus, cuius diametrum 14 contineat, 
quod in tria et septimam multiplicatum 44 reddet, et haec est circum- 
ferentis lineae longitudo. Cumaque diametri dimidium, quod est 7, in cir- 
cumferentis lineae dimidium, quod est 22, multiplicaveris, 154 inde pro- 
venient, et haec erit circuli area. 

2. Circuli autem aream aliter absque circumferentis lineae aequatione 
sie investigare poteris. Diametrum scilicet in se ipsum multiplicans ex 
inde collecto septenam septenaeque partis dimidium deme, et reliquum 
erit totius cireuli area. In hac namque supradicta similitudine totius dia- 
metri in semet multiplicationem 196 continere reperies. De cuius numeri 
summa si septenam septenaeque partis dimidium, quod est 42, depresseris, 
154, sicut et supra, relinquentur, et hoc erit circuli embadum.’*) 

3. Haec autem numeratio fit, secundum quod circumferentem circuli 
lineam suo diametro triplam septima superaddita confitentur, ideoque, si 
ex diametri multiplicatione septimam septimaeque dimidium minueris, 
embadum invenies. Illi vero, qui subtiliter cireulum numerare nituntur, 
et sunt illi, qui stellarum loca veraciter inveniunt, circumferentem circuli 
lineam suo diametro triplam et insuper 8 et dimidium de 60 diametri 
partibus continere pronuntiant.*) Quapropter secundum eas non est haec 
numeratio facienda, sed, ut antea, ex diametri multiplicatione quarta pars 
minus 8 partibus et dimidium de 60 eiusdem quartae partibus est minu- 
enda, et reliquum erit cireuli embadum.‘) Veluti si in eodem supradicto 
exemplo ex diametri multiplicatione, quae 196 continet, quartam partem 
eius minus 8 partibus et dimidia de 60 eiusdem quartae partibus de- 
presseris, quod est 42 ulnarum et 3 partium et dimidii de 60 unius ulnae 
partibus, 154 minus tribus partibus et dimidia de 60 unius ulnae 
partibus remanebunt, et hoc erit circuli embadum. Verum quia inter has 
duas numerationes adeo minima differentia reperitur, quod nec etiam ad 
dimidium octavae partis unius ulnae ex 154 ulnis pervenerit, et huius- 
modi differentia modicum in numerando confert, hac in scientia parvissimi 


1) Hier ist also, wie allgemein im Mittelalter, 7 = 37 gesetzt, doch weils, wie 


aus dem Folgenden hervorgeht, der Verfasser, dafs dieser Wert kein genauer ist. 


re . : l ? 
Verfasser giebt die Formel J = . : : . 


2) Das ist die Formel fiir den Kreisinhalt J — a ad’, 


3) Gemeint ist der Wert des Protemarus 2 = a . 


t) Fiir den angegebenen Wert von z ist J richtig gleich a d® gesetzt. 
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difficultatem vitare volentes, primum numerandi modum sumus_ pro- 
secuti.') 
4. Igitur si diametri longitudinem cognoveris, cireuli embadum abs- 


que suae circumferentiae numerositate non ignorare poteris. Cuwmque 


circuli embadum sciveris et eius diametri longitudinem nosse volueris, tres 
partes de 11 embado superaddas, et diametri multiplicationem invenies. Cuius 
summae radix diametri longitudinem continebit.*) [19] 

Veluti si: diametrum circuli, cuius embadum 154 ulnas amplectitur, 
quot in longitudine mensuras contineret, quaeratur, hoc embadum in 11 
partes diligenter dividas, et eius undecimam partem 14 continere reperies. 
Tres itaque partes in unum collectae 42 continebunt, quibus 154 super- 
additis 196 procreabuntur, et haec est totius diametri multiplicatio, cuius 
summae radix 14, quae sunt diametri longitudo, sibi connumerabunt. 

5. At si circumferentis lineae summam noveris, et diametri quantitatem 
scire volueris, T partes de 22 partibus circumferentiae sumas, vel circum- 
ferentem lineam in 3 et septimam partiaris, et diametrum invenies. Quod- 
cumque istorum feceris, ad idem pervenies.*) Veluti si: diametrum circum- 
ferentis lineae, quae 44 ulnarum exstiterit, quot in sui longitudine men 
suras contineat, quaeratur, ex praedictis 44 septem partes de 22 partibus 
accipiens 14 reperies, quae sunt diametri longitudo. Similiter etiam, si 44 
in 3 et septimam diviseris, diametri longitudinem 14 continere non 
dubitabis. 

6. Item quaerenti de circulo, cuius diametrum in 11 multiplicatum 
cius embadum perficit, quot in sui diametro mensuras recipiat, sic respondeas. 
Cum diametri multiplicationem in quartam sui circumferentiae partem 
ipsius circuli embadum complere manifestum sit, et in hac quaestione 
diametrum in 11 multiplicatum sui circuli aream efficere proclamatur, 
quartam ipsius circumferentis lineae partem 11 mensuras continere non 
est ambiguum. Igitur si 11 in 4 multiplicaveris, 44, quae sunt circun- 
ferentis lineae summa, reperies, quam si in 3 et septimam diviseris, exibit 
diametri longitudo.*) 

7. Hue usque perfecti circuli dimensionibus ostensis ad portionum 
circuli dimensiones arcuum formas habentium transitum faciamus. Circu- 


, . . vd 1 
1) Es ist ja —- <— 4. 
. J® 90 S 16 


_VW13 
d=] 17 


” P 
d= P= 
22 2 1 
3— 
— ; ; . d P., P 
4) Savasonpa hat hier die oben gegebene Formel J = ->-—> inJ=d i 


umgewandelt, was mir sonst im Mittelalter bei niemandem aufgestofsen ist. 
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lorum itaque portiones sicut et omnium figurarum in tria dividuntur. 
Quaedam etenim semicirculum, quaedam minus, quaedam vero plus semi- 
circulo continebunt. Harum autem portionum singulae cordam et sagittam 
habere dicuntur. 

Igitur eius corda est linea recta ab altero fine arcus ad alterum finem 
protracta, et eiusdem vero sagitta est linea recta a praedictae cordae dimi- 
dio usque ad arcum secundum rectum angulum elevata. 

Cumque dimidio cordae sagitta aequalis exstiterit, erit arcus ille 
semicirculus; si autem minor ea fuerit, erit et ipse minor semicirculo; 
verum si maior apparuerit, et ipse arcus semicirculo maior apparebit. 

8. Sit igitur exempli causa circuli 


_ << ; . : } 
portio abe, cuius corda ade 8, eiusque 7 


sagitta db 4 ulnas contineat: erit ergo semi- 

circulus. Cuius embadum si nosse desi- 

dejig9vjras, dimidium eius cordae, quae est \ 
circuli diametrum, in arcus dimidium multi- i | |, 
plica et semicirculi embadum exibit.*) ae . 

9. Arcus vero summam si nosse cupis, . 
dimidium cordae, quae est 4, in 3 et septimam multiplica, et 12 ulnas 
quatuorque septenas invenies, et haec est ipsius arcus totius circumferen- 
tiae dimidium in se continentis quantitas. Huius quidem arcus dimidium, 
6 scilicet duasque septimas, assumens in 4, quae sunt totius cordae dimi- 
dium, multiplica, et 25 ac unius septimam invenies, quod est semicirculi 
embadum. 

10. Aliter etiam embadum scire poteris, scilicet si cordam in semet 
multiplicabis et ex inde collecto septimam septimaeque dimidium abstu- 
leris residuique dimidium acceperis, semicirculi aream nimirum reperies. 
Quare si 8 praefatas ulnas in semet duxeris, 64 imnascentur. De cuius 
numeri summa si septimam septimaeque partis dimidium, id est 13 ulnas 
et 5 septimas, abstuleris, 50 ulnae et duae septimae remanebunt, cuius 
summae dimidium, quae est 25 et unius insuper septima, semicirculi em- 
badum complet. Hac itaque via semicirculi embadum addiscere <poteris), 
et haec est semicirculi figura. 

11. Ad illius autem portionis 
similitudinem, quae semicirculo minor 

eae, 
existit, abe constituatur, cuius corda ac ; 
8, elusque sagitta db 2 mensuras in se = 
contineat. Haec quidem portio non est semicirculus, sed minor semicirculo, 


1) Man bemerke die Bezeichnung der zum Teil krummlinig begrenzten Figur 


durch abe, zum Unterschiede von einem gradlinig begrenzten Dreiecke abe. Der 
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eo quod ipsius sagitta eiusdem cordae dimidio minor invenitur. Huius autem 
portionis aream absque illius circuli, cuius portio est, diametri cognitione 
scire non poteris. Circuli vero diametrum addiscas, si cordae dimidium in 
semet multiplicaveris, et quod fuerit, per sagittae summam diviseris, quodque 
exierit, toti summae_ sagittae superaddideris. Tlud etenim, quod inde 
collectum fuerit, erit totius diametri quantitas.') 

Verbi gratia si hac in portione dimidium cordae, quod est 4, in se 
ipsum multiplicaveris, 16 invenies, cuius numeri summam si in duo, quae 
sunt sagittae quantitas, diviseris, 8 nimirum exibunt. Quibus superadditis 
2, quae sunt sagittae longitudo, 10, quae sunt summa diametri illius cir 
culi, cuius haec est portio, colligentur. 

Istius quippe numerationis demonstrationem si nosse desideras, huius 
portionis circulum perficiens sagittam bd ex altera parte usque ad circum- 

ferentem lineam protrahas ad simili 
_o tudinem lineae bdf, quae in hac 


\ 


ic 
| ° ° ° . 
\ | / .  invicem abscinden|2o"|tes. Multi- 


subscripta figura circulari protracta 


a eee est, eruntque duae lineae ac, bf in 


. circulo abcf supra punctum d sese 


7 
\ J Sas, wi gs 
\ / plicatio igitur lineae ad in lineam 


\ de, quae sibimet invicem sunt aequa- 
J les, erit ut multiplicatio lineae bd in 


lineam df, quemadmodum ab Evc.i- 


4 
| 
| 
| 
| 


DE, geometra peritissimo, manifeste 
monstratur. Linea df <lineam)> ac 
in duo secatur aequalia, ad cuius 
sectionis dimidio linea bf perpendi- 
culariter super ipsam protrahitur, 
Fig 3. quapropter eam per centrum transire 
et circuli diametrum esse necesse est, 
ut in suo libro praedictus EucLipes ostendit. Huius itaque circuli dia- 
metrum 10 continere mensuras nulli dubium est. 
12. His ita repertis, si eiusdem portionis embadum nosse volueris, 
lineam bf in duo aequa supra punctum g, quod est circuli centrum, par- 
tiaris, a quo scilicet puncto duas ag, gc lineas ad duo puncta a, ¢ dirigas, 


-— 


cumque lineam aq, quae est diametri dimidium, in dimidium arcus ac, 


Abschreiber hat dieselbe nicht konsequent durchgefiihrt, aber die Anwendung an den 
verschiedenen Stellen zeigt, dafs der Verfasser sie tiberall gebrauchen wollte. 

1) Savasorpa kennt also die Beziehung zwischen Halbsehne, Sagitta und Durch- 
messer. Er kommt am Schlusse des Kapitels nochmals auf diese Beziehungen zuriick. 
Fiir den Beweis bezieht er sich im Folgenden ausdriicklich auf Evxiines 
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-_ 
quod est ab, multiplicaveris, embadum trianguli, cuius duo latera sunt 


lineae ay, ge eiusque basis est arcus abe, reperies. De cuius numeri 
summa si trianguli age aream abstuleris, embadum portionis aled rema- 
nebit. Huius autem trigoni embadum, quod est 12, est multiplicatio lineae 
gd, quae hac in figura trium existit ularum, in dimidium lineae ac, quae 
4 ulnas amplectitur, et ipsum videlicet embadum <est> illa quantitas, 
quae ex multiplicatione rectae lineae ag in lineam ab circularem proici- 
tur. Reliquum itaque portionis abcd aream complet. 

Manifestum est igitur, quod in omni circuli portione, quae semicirculo 
minor exstiterit, si circuli, cuius ipsa portio fuerit, diametri dimidium in 
dimidium arcus eiusdem portionis duxeris, et quod fuerit, seorsum servaveris, 
post haec ex diametri dimidio sagittae summam proieceris, residuumque in 
cordae dimidium muttiplicaveris, et quod fuerit, ex servata quantitate de- 
presseris, reliquum eiusdem portionis embadum fore non dubites.*) 

13. Item ad exemplar illius portionis circuli, quae semicirculo maior 
fuerit, abe portio constituatur, cuius corda ac 12, eiusque sagitta bd 12 
mensuras amplectitur. Huius autem portionis embadum taliter  scire 
poteris. Si diametrum scilicet illus circuli, cuius portio est, produxeris 
et ipsius dimidium in dimidium areus multi- 
plicaveris, eique multiplication’ embadum b 
trianguli supra cordam existentis superad- 
iunxeris, inde coadunatum totius portionis 
embadum incunctanter efficies. 

Veluti si dimidium cordae in se ipsum 
multiplicaveris, 36 invenies, cuius numeri 
summam si in sagittae quantitatem, quae est 
12, diviseris, 3 nimirum exibunt, quibus eaedem 
sagittae superadditis 15, quae sunt totius 
diametri longitudo, collifzo-|gentur, cuius 
dimidium, quod est linea b/, 7 et semissem suscipit. Quod si in dimi- 
dium arcus multiplicaveris, embadum portionis sub lineis cf et af nec non 


— 


et areu abe contentae reperies, cui si embadum trianguli acf superaddi- 
deris, et ipsum est id, quod ex multiplicatione lineae df in dimidium 
lineae ac colligitur, quod inde coadunatum fuerit, istius portionis aream 
complebit. 

Quicumque igitur portionis circuli semicirculo maioris existentis emba- 


dum scire voluerit, dimidium diametri illius circuli, cuius portio fuerit, in 


1) Die Portio minor ist also gleich dem Kreisausschnitt minus dem durch Sehne 
und beide Radien gebildeten Dreiecke. 
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dimidium arcus portionis multiplicet, et quod fuerit servet. Post haee dimi- 
dium diametri ex totius sagittae summa demat, reliquumque in cordae dimi- 
dium multiplicet, et quod fuerit, servatae quantitati: superaddet, indeque col 
lectum eiusdem portionis semicirculi maioris adparentis enbadum fore confirmet. 
Cuius demonstratio supradictas demonstrationes non ignoranti manifeste 
patebit.') 

14. Ad horum itaque similitudinem omnes circulares figuras, illas 
etiam insuper, quae partim ex arcubus partim ex 
rectis lineis formantur, metiri poteris. Ut in 
triangulo, cuius basis est arcus bdc, eiusque duo 
latera sunt lineae ab, ac rectae, si rectam be 
protraxeris, triangulus rectilimeus abc nec non 
et figura bde ex recta et circulari constans; cir- 
culique portio nuncupata formabitur. Cumque 
utriusque istarum figurarum aream singulariter 
noveris, si eas in unum colligeris, totius figurae 
aream continebunt, et haec est figura.*) 

a 
15. Simili quoque ratione si figura aebed 
procreatur, cuius basis be recta linea fuerit, 

a 
ie eiusdemque duo latera aeb, adc lineae circulares 
exstiterint, et in ea duas rectas ab, ac lineas 
protraxeris, in tres partes tota figura dividetur, quarum una fuerit trigo- 
nus rectilineus abc, reliquae vero duae circuli portiones apparebunt, 
quarum alteram tres a, e, b, alteram autem 


IN tres a, d, ¢ litterae designabunt. Istarum 


\ @ quidem trium partium embada via praedicta 
reperies. 
\ J 16. Quod si forte aliqua figura ex dua- 
ee bus circuli portionibus constare contingit, ut in 


Fig. 6. 


: — ae 
hac figura abed, quam piscis formam habere 


dicunt, et rectam in eo lineam ab produxeris, duae circulorum portiones 
separabuntur, quarum embada singulariter addiscens totius figurae piscis 
formam habentis embadum non ignorabis.*) 


1) Die Portio maior ist gleich .dem Kreisausschnitt plus dem oben genannten 
Dreiecke. Dals Savasorpa auch den Kreisausschnitt griéfser als den Halbkreis be- 
trachtet, ist beachtenswert. Sonst berechnen die Schriftsteller des Mittelalters die 
Portio minor und ziehen sie vom ganzen Kreise ab, um die Portio maior zu be- 
stimmen. Zu diesem Abschnitte vergleiche man Leonarpo, p. 100—101. 

2) Leonarpo, p. 101, 2. Absatz. 

3) Ebendaselbst, Zeile 18—22. 
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17. Item si in figura, quae non sit circularis, sed obliqua procrea- 
tur, cuius duo diametra sunt inaequalia, utriusque diametri dimidium 
accipiens in unum collige, collectumque [21"] in semet ipsum multiplica. 
Ex qua multiplicatione septimam septimaeque dimidium, sicut in circulo 
feceras, abiiciens, reliquum huius obliquae figurae aream fore non ambigas.') 
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Fig. 7. 

Istarum quippe figurarum variabilium multas invenies, ad quarum 
cognitionem, ne prolixitas operis taedium generet, ista sufficiant. 

18. Cum cireuli cuiuslibet diametrum sciveris, et qualibet in ipso scilicet 
circulo tibi data corda fuerit, si eiusdem cordae arcum nosse volueris, et, quem- 
admodum certam regulam in cognitione longitudinis cuiuslibet diametri per 
suam circumferentiam, vel cuiuslibet circumferentiae per sui diametri notitiam 
inveneris, ita certam regulam, qua per cordam vel sagittam longitudinem sui 
arcus addiscas, invenire desideras, hanc regulam te nullatenus invenire posse 
cognoscas, eo quod proportio cordae ad suum arcum non semper eodem inter- 
vallo procedit, sed secundum arcuum cordarumque variationes alteratur. Veluti 
si in eodem circulo duo inaequales procreantur arcus, proportio maioris 
arcus ad minorem erit maior proportione cordae maioris ad cordam 
minoris et eorum huiusmodi differentia non semper est eadem, qua- 
propter nulli subiacet regula, ideoque cordarum et arcuum numeratio 
nonnullis obscura difficilisque videtur. Eos autem, qui hoc numerando 
scire voluerunt, quamplures geometriae regulas non ignorare necesse est. 
In astronomia vero peritissimi istud addiscere summopere curaverunt, eo 
quod astronomicae doctrinae valde necessarium est. Quapropter quaedam 
inde scripta, ne oblivione traderetur, composuerunt, ex quibus illud hoc 
in opusculo transtulimus, quod nobis operique nostro necessarium fore 
cognovimus. Quasdam insuper tabulas, in quibus 28 lineationes protra- 
huntur, ordinavimus. Diametrum enim circuli similiter in 28 partes divi- 
simus, quare secundum istas divisiones linea circumferens 88 partes [21"] ne- 
cessario continebit. Istarum etiam tabularum latitudo in quatuor lineationes 
dividitur, quarum prima 28 diametri partes in longitudine continet; in 





1) Ebendaselbst, Zeile 23 bis p. 102, Zeile 11. Es handelt sich hier offenbar 
um eine Ellipse mit den Achsen a und b, und Savasorpa so gut wie Leonarpo geben 


dafiir die Formel J = (“+ “) 7. 


Bibliotheca Mathematica. LI. Folge. I. 22 
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reliquis autem tribus arcuum quantitates ab uno usque ad 28, prout singulis 
eordis debetur, inscribuntur. Aream vero tabularum idcireo in tria divi- 
simus, quoniam, cum cuiuscunque arcus quantitatem subtiliter investigare 
voluimus, eum in 60, quae minuta vocantur, quorum iterum unumquod- 
que in 60, quae secunda dicuntur, dividimus, ut in his subscriptis tabulis 


ostenditur. 


Tabula arcuum et cordarum.') 


Arcus 
Partes 


Cordarum 
Minuta Secunda 


0 
0 
0 
0 
» 
6 


‘ 
5 
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11 
12 
13 
14 
15 
17 
is 
19 
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23 
31 
35 
36 
14 
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20. Ad harum autem tabularum notitiam quandam regulam tibi 
valde necessariam et perutilissimam indicabimus. Ea est huiusmodi: S/ 
quatuor proportionales quantitates exstiterint, multiplicatio primae in quar- 
tam ea erit, quae et secundae in tertiam. 

Hac itaque regula tibi bene cognita et tenaci memoriae commendata 


istarum tabularum numerationes- breviter ostendamus. 


1) Die Sehnentafel Savasorpas diirfte wohl die iilteste sein, welche in einem 
lateinisch geschriebenen Werke nachweisbar ist. Dasselbe ist im Jahre 1116 von 
Prato von Trvotr nach dem hebriiischen Originale iibersetzt, und geht also auch allen 


Ubersetzungen des Guerarpo von Cremona voraus. Vgl. auch v. Braunmiiun, a. a. O. S. 93. 
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21. Si cuiuslibet igitur arcus corda tibi data fuerit, et eius arcum 
scire volueris, ipsius circuli diametrum per cordae sagittaeque longitudinem, 
ut supra docuimus, prius addiscas. Quod diametrum si 28 partium ex- 
stiterit, quemadmodum cireuli diametrum in his tabulis positum fore 
praediximus, laboris expers cum data corda in lineam partium cordarum 
ingrediens, quod in eius directo in lineis areuwum ex partibus et minutis 
ac secundis inveneris, erit quaesiti arcus quantitas. 

Si autem illius dati cireuli diametrum plus minusve 28 partibus 
continuerit, quam proportionem ad 28 partes habuerit, imquire quoniam 
eadem erit datae cordae ad cordam tabularum proportio. Nam manifestum 
est, quod proportio diametri dati circuli ad datam cordam est eadem, quae 
et diametri tabularum, quod 28 partes in se recipit, ad illam cordam, 
quae secundum illius diametri quantitatem his in tabulis esset accipienda. 
Quare si datum cordam, quae in proportione prima consequens est, 
assumpseris, et eam in tabularum diametrum, quod in secunda proportione 
est antecedens et 28 partes suscipit, multiplicaveris, indeque proveniens 
per dati circuli diametrum, quod in prima proportione est antecedens, 
diviseris, corda, quae his tibi debetur in tabulis, exibit. In cuius directo 
ipsius quaesitum arcum reperies. Proportio autem istius inventae cordae 
ad suum arcum ea est, quae et datae cordae ad suum arcum, quem 
quaeris. Quapropter, si arcum in his tabulis repertum, qui est in prima 
proportione consequens, in datam cordam multiplicaveris, et per tabularum 
cordam diviseris, quaesitum arcum incontanter invenies. 

Ad cuius similitudinem circulus, cuius diametrum 10 et semissem 
contineat, proponatur, {22"| in quem quaedam corda, cuius longitudo 6 men- 
suras recipiat, protrahatur. Huius autem cordae arcum si scire desideras, 
datam cordam, et sunt 6, in 28, quae sunt tabularum diametrum, multi- 
plicans 168 nimirum reperies, cuius numeri summam si in 10 et semissem, 
quod est dati circuli diametrum, diviseris, 16 partes exibunt, et haec est 
corda, cuius proportio ad tabularum diametrum ea est, quae et datae 
cordae ad sui circuli diametrum. In istius autem cordae directo 17 partes 
et 2 minuta 16que secunda invenies, quae sunt eiusdem cordae arcus in 
tabulis. Quam si in 6, quae sunt datae cordae quantitas, duxeris, 102 
partes et 13 minuta ac 36 secunda procreabuntur. Quam summam si 
cin> 16, quae sunt tabularum corda, diviseris, 6 partes et 23 minuta ac 
21 secunda reperies, quod est quaesiti arcus summa. 

Hac itaque via in omnibus datis cordis, si sui circuli diametrum non 
ignoraveris, et, quemadmodum ostendimus, processeris, ad illius datae cor- 
dae arcum pervenies. 


22. Item si cuiuslibet cireuli areus, cuius diametrum sciveris, datus 


fuerit, et eius cordam nosse volueris, si illius circuli diametrum 28 partes 


9» * 
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habuerit, nullo labore metitur. Datum arcum in lineis partium arcuum 
inquirens, quod in directo ipsius ex cordarum partibus inveneris, accipe, 
quia ipsum erit eius cordae longitudo. 

Quod si cireculi diametrum plus minusve 28 partibus ad sui consti- 
tutionem susceperit, datum arcum in 28, quod est tabularum diametrum, 
multiplica, indeque collectum per diametrum circuli, cuius ipse arcus 
exstiterit, partire, et exibit arcus, cuius proportio ad tabularum cordam 
ea est, quae etiam arcus ad suam cordam. LEius itaque cordam in ipsius 
directo positam ex tabulis abstrahens eum in datum arcum multiplica, et 
quod fuerit, per arcum tabularum partire, quodque exierit, erit corda 
quaesita. In hoc autem nulla, ni fallor, eget similitudine, eo quod, si 
praedictae similitudinis conversam non ignoraveris, tu ipse absque omni 
doctrina manifeste illud agnosces. 

25. Item si cuiuslibet ecirculi, cum circumferentem lineam sciveris, 
corda quaelibet data fuerit, et eius arcum nosse volueris, si circuli dia- 
metrum per circumferentem lineam, ut supra docuimus in areae circuli 
cognitione, didiceris, idem, quod et supra monstravimus, invenies. Habe- 
bis etenim cordam circuli, cuius diametrum non ignorabis. Hune autem 
operandi modum superius diligenter [22"| ostendimus. 

Verum si hoe idem aliter scire desideras, datam cordam in circum- 
ferentem lineam circuli tabularum, quam 88 partium constare dicimus, 
multiplica, indeque coadunatum per summam circumferentiae circuli, 
culus arcus corda data fuerit, partire, quodque exierit erit corda circuli 
tabularum similis cordae datae. ius igitur arcum per has tabulas in- 
quirens eum in datae cordae summam multiplica, et inde collectum per 
cordam, quam ex tabula inveneras, quemadmodum in praecedenti nume- 
ratione feceras, partire, et quaesitum arcum veraciter invenies. 

Huius autem numerationis similitudo est, ut in circulo, cuius circum- 
ferens linea 33 partes continet, si corda, cuius longitudo 6 partium ex- 
stiterit, protrahatur, et, quota sit eius arcus longitudo, non ignorare 
volueris, datam cordam, quae est 6, in circumferentem lineam circuli tabu- 
larum, quae est 88 partium, multiplica, et 528 procreabuntur. Cuius 
numeri summam per 35, quae sunt summa circumferentis lineae circuli, 
cuius haec <est> corda, partire, et 16 partes invenies, quae sunt corda 
circuli tabularum datae cordae similis. Istius itaque cordae arcum per 
tabulas, ut supra monstravimus, addiscito, et eum in summam datae 


cordae multiplica, indeque repertum per tabularum cordam, ut superius 


feceras, partire, et quaesitum arcum, ut supra, reperies. 

24. Si quilibet arcus cuiuslibet circuli, cuius cireumferentiam noveris, 
datus fuerit, et eius cordam per tabulas nosse volueris, datum arcum in 
88, quae sunt summa circumferentiae circuli tabularum, multiplica, et 
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quod inveneris, per circumferentem lineam circuli, cuius datus arcus fuerit, 
partire, quodque exierit, erit arcus cireuli tabularum arcu dato similis. 
Kius itaque cordam in tabulis, ut dicimus, addiscens eam in arcus dati 
summam multiplica, indeque coadunatum per summam arcus tabularum 
supra reperti partire, et quod fuerit, erit corda quaesita. 

Ad cuius similitudinem sit areus 5 ulnas et semissem in sui obliqui- 
tate continens ex circulo, cuius circumferentia 33 ulnas recipiat. Huius 
autem arcus longitudinem nosse volens eum in 88, quae sunt circum- 
ferentia circuli tabularum, multiplica, et 484 invenies, quibus per 33, quae 
sunt circumferens linea circuli, cuius arcus datus exstiterit, divisis, 14 
partes et 40 minuta, id est duas tertias, reperies, et hoc est arcus circuli 
tabularum dato arcu similis, cuius cordam in tabulis 14 partes continere 
non dubitas. Quam si in 5 et semissem, quae est {23"| dati Carcus> quanti- 
tas, duxeris, 77 partes colligentur, cuius numeri summam si in 14 et duas 
tertias diviseris, quae sunt quantitas arcus tabularum, 5 et quarta pro- 
venient, quod est arcus dati corda, quam quaeris. 

25. Item si arcus, cuius quantitas 27 et semissem continuerit ex 
circulo, cuius cireumferentiam 33 partes metiuntur, proponatur, et eius 
cordae longitudinem scire desideras, eam 5 et quartam, sicut et supra, 
continere reperies, propterea quod omnis arcus, qui semicirculo maior ex- 
stiterit, si ex tota sui circuli circumferentia demptus fuerit, arcum semi- 
circulo minorem relinquit. Horum quidem duorum arcuum corda erit 
eadem, eo quod omnis recta linea, quae in circulo protrahitur praeter 
diametrum, si ex utraque sui parte in ipsius circumferentia terminatur, 
eum per inaequales dividit partes. Diametra enim eum semper per 
aequalia partiuntur, aliae vero lineae circulum per imaequales partes divi- 
dunt. Harum altera pars maior, altera vero semicirculo minor existerit, 
et linea dividens corda utriusque arcus iudicatur. Arcus wttem in tabulis 
cordarum descriptus est duorum arcuum eandem cordam habentium minimus. 
Maiorem quidem arcum ibi describere non necessarium duximus, eo quod 
per minorem arcum in tabulis descriptum leviter inveniri poterit. Mino- 
re enim arcu ex tota circumferentia dempto maior arcus, qui ei ad 
eandem cordam habendam copulatur, reliquitur. Verum si arcum semi- 
circulo maiorem habueris, et eius cordam nosse volueris, eum totum ex 
sui circuli circumferentia demens arcus semicirculo minor remanebit, cuius 
cordam inveniens eam eiusdem maioris arcus quaesitam cordam fore non 
ambigas. 

26. Hoe etiam similiter ab animo non labatur, quod in omnibus cir- 
culorum cordis duae sagittae in earum dimidio secundum rectum angulum 
elevatae et per centrum productae reperiuntur. Hae autem in nulla line- 
arum, quae circuli corda vocetur, sibimet invicem sunt aequales, sed altera 
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longior, altera brevior iudicabitur. Longior quidem in directo longioris, 
brevior autem in directo brevioris arcus protrahitur. Harum quippe 
sagittarum longitudines in arearum portionum circuli cognitione, cum 
embadis portionum embada triangulorum eiusdem portionibus contigua 
superaddere vel minuere volueris, sunt perutillimae, quemadmodum in 
hac eadem particula superius indicavimus. 

Cum igitur cordam et cireuli diametrum sciveris, si sagittae longitu- 
dinem j23y} nosse desideras, diametri dimidium in semet multiplica, et ex 
collecto medietatis cordae multiplicationem deme, residuique radicem in- 
quire. Quam si diametri dimidio superadderis, longiorem sagittam invenies, 
si vero ex eodem depresseris, breviorem sagittam nimirum reperies. 

Quapropter si duarum sagittarum alteram sciveris et eam ex diametro 
depresseris, alteram sagittam incontanter habebis. 

Atque si utramque sagittam sciveris, et earum cordam nosse volueris, 
sagittarum alteram in alteram multiplica, indeque collecti radicem acci- 
piens, eam quaesitae cordae dimidium fore non dubites, Qua duplicata 
cordam integram reperies. 

Si autem cordam et sagittarum alteram sciveris, diametrum vero non 
ignorare volueris, cordae dimidium in se ipsum multiplica, et collectum 
inde per notam sagittam partire. Quodque exierit, erit alterius sagittae 
longitudo. Istarum nempe sagittarum longitudines in unum coadunatae 


totius diametri longitudinem efficiunt. 


Quinta pars in multilaterarum figurarum dimensionibus. 


). Has nempe dimensiones, quas hue usque docuimus, sunt agrorum 
superticialium, quorum superficies a rectitudine et aequalitate non rece- 
dunt. Et quia multipliciter agrorum alii in declivio reperiuntur, alii vero 
superficiem quasi gibbosam repraesentant, ne eos metiendo devies, tibi quam 


maxime dico cavendum. Si campus igitur, cuius aream nosse cupis, in 


declivi montis latere proiciatur, ipsius altitudinem, quod est eius in alto 


longitudo a summo capitis usque ad eius radicem, addiscens eius altitu 
dinis multiplicationem ex multiplicatione longitudinis eiusdem campi deme, 
residuique radicem in ipsius campi latitudinem multiplicans eius incon- 
tanter embadum reperies. 

6. Si vero campus ille coneavus fuerit, hac eadem via procedas, ut 
ipsius embadum secundum planam et rectam superticiem addiscas. Illa 
etenim, quae quolibet ei modo superponuntur, ut semina, arbores, et aedi- 
ficia, secundum rectum angulum et non aliter elevantur. Quare, quod in 
metiendo propter elevationem vel depressionem supererit, nullum conferret 
ulli iuvamen, est igitur inde prorsus resecandum. 
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7. In mensurando vero peritissimi, qualiter montium altitudines in- 
vestigarent, summa solertia assiduoque labore didicerunt, ut per eas ad 
ipsarum arearum cognitionem veraciter pervenirent. Quandam enim arun- 
dinem in radice montis secundum rectum angulum elevantes in eiusdem 
arundinis supremo aliam arundinem secundum rectum angulum coaptabant, 
tanta videlicet longitudine, ut ipsius vel alterum capitis extrema pars 
alicul parti superficiei montis adhaereret. Post haec a radice arundinis 
erectae usque ad locum, quam arundo superposita tangebat, montis super- 
ficiem diligenter metiendo illius quantitatem semper maiorem illa quanti- 
tate arundinis superpositae, quae est a loco contactus usque ad arundinis 
erectae verticem, inveniebant, et secundum illam differentiam iudicabant, 
differentiam, quae erat inter declivam et planam montis superficiem. 

Ad cuius similitudinem campus in declivi montis constitutus pro- 
ponatur, in cuius declivo 20, in latitudine vero 15 ulnae contineantur. 
Kius autem planam et directam superficiem, supra quam continentur, scire 
cupientes super notae longitudinis lineam duas a, b litteras describamus, 
ipsiusque longitudinem secundum planam et directam superficiem linea 
eb repraesentat, [25"] altitudo vero eiusdem ab ae linea demonstratur. Erit 
ergo haec figura trigonus ach, in cuius ab linea 20, ut praediximus, ulnas 
invenimus. Kt manifestum est, quod campus, 
qui nobis proponitur, metiendus est ut linea 
eb, quae totius campi basis esse dicitur. Omnis 
namque campus, in cuius epiphania aliquid est 
seminandum vel plantandum seu superaedifi- 
candum, taliter est metiendus. Quapropter, 
qualiter ad certam cognitionem  longitudinis 
lineae eb ignotae per lneam a notam_per- 
veniatur, elaborabimus. Quandam igitur arun- 
dinem, loco cuius linea be ponitur, in inferiori 
parte lineae a}, quod est punctus 4, orthogona- 
liter constituimus, in cuius supremo capite quan- 
dam aliam arundinem, pro qua linea de pro- 
trahitur, secundum rectum angulum adaptamus, 
tantae scilicet quantitatis, ut ex altera sui parte 
ad praefati campi superticiem perveniat et eam contingat. Triangulus 


itaque bed triangulo ach similis est elevatus, in cuius de latere duas 


ulnas et semissem, in alio vero latere Jd tres tantum et non plus inveni- 


mus. Verum quia hi duo trianguli sibimet invicem similes ordinantur, 
erit proportio lineae cd minoris trianguli ad lineam eb maioris trianguli 
ut proportio lineae db ad totam lineam ba. Quare, si dc primum ante- 
cedens in ba secundum consequens multiplicaverimus, et quod fuerit, per 
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db secundum antecedens diviserimus, primum ec) consequens quaesitum ex 
divisione proveniet. Veluti si duo et semissem, quod est longitudo lineae 
dc, in 20, quae sunt lineae a/ longitudo, multiplicaverimus, 50 provenient. 
Cuius numeri summam si in 3, quae sunt lineae db longitudo diviseri- 
mus, 17 minus triente reperies, et haec est longitudinis eb summa, per 
quam praedicti campi cb embadum est investigandum. Quapropter si 15, 
quae sunt totius campi latitudo, in lineam eb, quae 17 in se minus triente 
continet, multiplicaverimus, praedicti campi embadum non ignorabimus.') 

s. Ad huius itaque similitudinem omnes agros, quorum superficies 
non sunt aequales, directe mensurare debemus. Cumque lineam cb in 
triangulo deb consequens, quae arundo stans, cuius longitudo unam ulnam 
et modicum plus duabus tertiis in se recipit, in totam lineam ab notam, 
quae est in triangulo aeb antecedens, multiplicaverimus, et quod fuerit, 
per notam lineam db antecedens in triangulo dcb diviserimus, lineae ae 
in triangulo aeb consequentis longitudo proveniet, quod est campi alti- 
tudo a terrae superficie, ipsamque [25"] in hac figura 11 ulnas et unam 33°" 
continere probatur. Altitudinis namque numeratio est multis necessaria, 
nam ad perpendiculares piramidum inveniendas, quemadmodum in quarto 
capitulo deo volente monstrabimus, est satis ydonea. 

9. Item si campus in declivo rotundi montis constituatur, et eius 
embadum secundum planam et directam superficiem nosse desideras quan- 
dam arundinem orthogonaliter in radice montis erigens in eiusdem arun- 
dinis supremo capite aliam arundinem secundum rectum angulum coapta, 
tantae scilicet logitudinis, ut eius alterum caput campi superficiem, sicut 
supra docuimus, contingat. Et manifestum est, quod duae linae db, ab 

sunt duo arcus circumferentiae eiusdem 
circuli, et uterque notus, eo quod arcus 


ab campi, cuius embadum quaeritur, 





logitudinem repraesentat; arcus vero 
db est areus a duabus arundinibus 
superius ordinatis inclusus, cuius cor- 
dam per triangulum, intra quem ipsa 
continetur, addisces, si lineam dc et 
lineam ch in se ipsas duxeris, et duas 
7s multiplicationes in unum coadunaveris, 
collectique radicem acceperis. Ipsa enim erit longitudo cordae arcus db, 
ut hac in figura subscripta docetur. Istius itaque cordae longitudine nota 
elus sagittam invenire laboramus, ut per eas ad totius cireuli diametrum 


perveniamus. Manifestum est autem, quod omnis sagitta cordam et arcum 


1) Vergleiche Leonarpvo, p. 108 am Ende. 
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in duo partitur aequalia. Huius igitur sagittae loco lineam ghf a puncto 
g, quod est cordae dimidium, protractam et areum db in duo aequalia 
supra punctum / secantem constituamus, eamque versus lineam cb, donee 
supra punctum f ipsam tangat, extrahamus. Triangulus itaque /fbg triangulo 
bed similis constituetur: erit ergo proportio lineae de ad lineam cl sicut 
proportio lineae fg ad lineam gh. ‘Tres autem lineae dc, cb, gb sunt 
notae, quarta vero fg ignota, quare, si notam lineam dc antecedens in 
notam lineam gb consequens multiplicaverimus, et quod fuerit, per notam 
cb lineam diviserimus, exibit linea fg ignota. Qua reperta, qualiter ad 
linem gh pervenire possimus, ostendamus. Quia igitur proportio de ad 
db est ut proportio fg ad fb, si lineam fg in lineam db multiplicaveri- 
mus, indeque collectum per lineam cd diviserimus, summam lineae fb re- 
periemus. Qua inventa spatium, quod est a puncto f noto usque ad 
punctum / subtiliter mensuremus, qua lineae fh longitudinem addiscamus. 
Cumque eam cognoverimus, si eius summam ex summa totius notae lineae 
fhg depresserimus, longitudo lineae yh, quae est sagitta quaesita, remane- 
bit, per quam et per cordam db circuli diametrum, quemadmodum in 
fine quartae partis explanavimus, inveniemus. Quo veraciter cognito cor- 
dam [26"] arcus, qui noto arcui ad duplum exstiterit, sicut in tabulis corda- 
rum et arcuum monstravimus, investigare potuissemus. LErit itaque illius 
cordae dimidium ut linea d/ in hac eadem figura. Cui si lineam de notam 
superadiunxerimus, tota linea cdl nota perveniet. Ipsam autem lineae 
bme, quae pro totius obliquitatis campi longitudine ponitur, aequam fore 
ratio demonstrat. *) 

10. Ad alterius vero partis, quae latitudo dicitur, cognitionem nisi 
eandem vel consimilem tortuositatem habuerit, laborandum fore non exi- 
stimamus. Quod si tortuositas in utraque parte, sicut in apium thalamis, 
vel alvis, vel in spera fuerit, ad istius similitudinem numerando proce- 
demus. Saepe tamen illud subtiliter observare iubemur, quantum ad veram 
ipsius embadi numerationem perveniamus. 


2. Aus den ,,Canones sive regule super tabulas Toletanas“ des 
Al-Zarkali. 


Die Vermutung voN BraunMiHLS (Vorlesungen I, 8. 76—85), dafs 
in den Canones super tabulas Toletanas des Au-ZARKALIi, welche GERHARD 
VON CREMONA im 12. Jahrhundert in das Lateinische iibersetzte*), die 


1) Vergleiche Lronarpo, p. 109, Zeile 22 ff. 

2) Vergl. Boncompagni, Della vita e delle opere di Guerarno Cremonxese (Roma 
1857), p. 57—58 und Wisvrexretv, Die Ubersetzungen Arabischer Werke in das Latei- 
nische seit dem XI. Jahrhundert (Gottingen 1877), 8. 73—79. 
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Quelle der Kenntnisse des christlichen Mittelalters fiir die Berechnung 
der Sinus zu suchen sei, hat sich mir bei der Durchsicht dieses Werkes 
in ganz ungeahnter Weise bestiitigt, wenngleich nicht allen Annahmen 
von BraunmMi'aLs durch dasselbe Gewilsheit gegeben wird. Er hat darin 
absolut recht, dals die von GEORG VON PEURBACH als ex mente ArzacueLis 
gegebene Darstellung auf letzterem fulste, sie ist sogar eine direkte Ab- 
schrift des betreffenden Abschnittes der Canones super tabulas Toletanas; 
er tiuscht sich aber, wenn er (8. 73, Anm.) annimmt, es seien darin auch 
die Untersuchungen ULUG-Begs iiber die Dreiteilungsgleichung zu finden. 

Den nachfolgenden Text der trigonometrischen Abschnitte der Canones 
entnehme ich Handschriften der Amploniana zu Erfurt, welche mir mit 
Erlaubnis des vorgesetzten Herrn Ministers zur Benutzung in die hiesige 
Kénigl. Gymnasialbibliothek gesendet wurden, wofiir ich hier meinen er- 


> 


gebenen Dank abzustatten mir erlaube. Der Wortlaut ist in allen ein 


und derselbe mit fast verschwindenden orthographischen Abweichungen. ') 
In Fufsnoten habe ich die etwa nétigen Erliiuterungen hinzugefiigt. 


Incipiunt Canones Azarchelis sive regule super tabulas Astronomie. * 


Quoniam cuiuscunque actionis quantitatem metitur spatium celestium 
motuum, doctrinam querentibus eius primo ratio occurrit querenda, quod, 
quia cum mundo incepit eiusque termino coequatur, diversos ipsius motus 
ipsius partes metiri comprobantur. 

Est enim tempus spatium, quo singulas mensuramus actiones, qua- 
rum, quia diverse sunt secundum diversas gentes, rationes singulas exequi 
necesse est, ut habita perfecta temporis notitia facilior ad id, de quo 
intendimus, fiat introitus. 

Es folgt die Darlegung der verschiedenen Zeitrechnungen und ihrer gegenseitigen 
Beziehungen aufeinander. Dann heilst es zum Schlusse dieses ersten Teiles: 

Hee de diversa temporis divisione et annorum mensium atque dierum 
secundum diversas gentium nationes dicta sufficiant. Nune autem de 
celestium motuum diversitate restat tractandum. Sed prius sinus et decli- 
nationis necessario quodam ordine habenda est scientia, nam sine eius 


certa cognitione nullam perfectam cuiusvis celestis motus habemus notitiam. 


Secunda particula, que est de sinibus cet declinatione. 
Cum cuiuslibet gradus scire volueris sinum vel declinationem, gradus 


omnes, qui sunt ab Ariete in ipsum gradum, cum eodem computa, et 


1) Es sind das folgende Nummern: Cod. Ampl. fol. 394''; Quarto 3521; 355°; 
376°; Octavo 82'. Die Amploniana ist die einzige deutsche Bibliothek, welche der- 
gleichen Handschriften besitzt. 

2) In anderen Exemplaren auch ,,Astrologie®. 
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habebis argumentum, per quod, quod queris, invenies. Quia, si fuerit 
minus } signis, operabis cum eo; si vero a 3 in 6, minues illud de 6 et 
cum residuo operabis; si autem a 6 in 9, 6 de eodem argumento minue 
et reliquum serva; et si a 9 usque ad 12, illud de 12 subtrahe et cum 
residuo operabis. Operabis autem ita: 


TABULA KARDAGARUM SINUS TABULA KARDAGARUM DECLINATIONIS 


Numerus | Minuta uni- M Minuta uni- Numerus Numerus uni- Numerus ) Numerus uni- 
Minuta . 5 P . . 
kardaga versitatis versitatis kardaga- , versitatis decli-|  decli- versitatis decli- 
sinus i. si te . 
rum sinus versi sinus recti rum nationis verse nationis nationis recte 


uM’ M! u* ‘ M! M* 


150 é 0 | 

111 36 75 ‘ 78 703 
75 : 106 3 : 1002 
14 ‘ 130 L 43: 2: 1238 
20 ; 145 } i 208 1388 
0 5 150 | 5: 1440 


Accipies scilicet pro unoquoque argumenti signo numerum minutorum 
duorum kardagarum, et pro 15 gradibus numerum minutorum sequentis 
kardage. Kardaga enim est portio cireuli ex 15 gradibus constans. 
Quod autem remanebit infra kardagam, reduc in minuta multiplicando 
per 60, et postea multiplica ea in minuta imperfecte kardage, et que inde 
provenit summam per 900 divide, et que inde evenerint minuta univer- 
sitati prius collecte minutorum kardagarum perfectarum adde, et quod 
remanserit dividendum partire per 15, et exibunt tibi secunda, que sub 
universitate minutorum scribens habebis sinum rectum gradus, quam queris, 
vel declinationem equalem.’') 


Sciendum vero est, quod, cum volueris sinum, facies cum kardagis 


sinus, et cum volueris declinationem, facies cum kardagis declinationis. 
Inventa autem declinatione habebis minuta, que ergo reducas ad gradus. 
Divide ipsa per 60, et exibunt tibi gradus, et quod remanserit, erunt 
minuta. 

Kt si volueris scire, utrum sit sinus vel declinatio septemtrionalis 
vel meridiana, considera argumentum. Quod si fuerit ex 6 signis tantum 
vel infra, erit septemtrionalis, si vero a 6 in 9 vel a 9 in 12, erit 
meridiana. 


1) Das ist so zu verstehen. Es sei sinus 49° zu finden, d. i. der sinus triwm 
kardagarum cum 4 gradibus. Der sinus trium kardagarum ist 106’. Die Minuta 
der folgenden kardaga sind 24: es ist daher 240 . 24: 900 auszufiihren, das giebt 
af ”“, 


6 2”, also ist der gewiinschte sinus 49° = 112’ 2”. 
genauen Werte giebt, ist selbstverstiindlich. 


Dafs diese Interpolation keine 
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Si autem sinum volueris versum vel declinationem versam, operabis, 
ut dictum est, sed a novissima kardagarum incipiens redeundo ad primam. 
Sciendum est etiam, quod, cum quesieris sinum versum, et fuerit 
argumentum a 3 signis in 6, accipies de 3 signis sinum totum et residui 
sinum equalem, qui duo simul iuncti faciunt eiusdem argumenti sinum 
versum. Et non invenies in sinu verso plus 6 signis et in equali plus 


tribus.*) 


De portione circuli cuiuslibet sinus. 


Cum vero sinus equalis volueris scire portionem eius circuli equalem, 
pro minutis prime kardage de minutis ipsius sinus demptis 15 gradus 
sume, et pro minutis secunde kardage de residuis demptis alias 15; et 
ita facies per omnes kardagas. Et si remanserint minuta non _ pertficien- 
tes kardagam, ea in 15 vel 900 extende, et quod collectum tibi fuerit 
divide per minuta imperfecte kardage, et qui exierint gradus adde illis, 
quos prius collegeras; et quod iterum dividendum remanserit, multiplicans 
per 60 divide, ut prius divisisti, et habebis minuta, et quod tibi collectum 
fuerit ex gradibus et minutis, erit portio circuli ipsius sinus.*) 

Et si volueris portionem versam numera kardagas a fine earum, et 
fac, ut prius determinatum est. 


Sequitur de eodem per tabulas. 


Cum autem volueris hoc idem per tabulas invenire, argumentum 
simile in lineis numeri ad tabulas sinus et declinationis quere et quod in 
eis directo inveneris de sinu vel declinatione ex gradibus, minutis atque 
secundis, sume, et hoc erit ipsius argumenti sinus vel declinatio. 

Si autem cum argumento fuerint minuta, iterum cum eodem argu 
mento gradu uno addito easdem tabulas intra, et equationem sinus vel 
declinationis suscipias, et huius secunde et prime differentiam considera. 
Quam multiplicans per minuta argumenti et summam inde provenientem 
dividens per 60 habebis minuta, et quod remanserit, erunt secunda. Que 
minuta scilicet et secunda sunt addenda prime equationi, si fuerit minor 
secunda equatione, vel minuenda, si fuerit maior, et quod exierit, erit sinus 


vel declinatio gradus et minuti quesiti. 


1) Verfasser kennt also die Formel: sinvers (90 + «) = 1 + sina. 

2) Ist also z. B. sinus « = 139’, so sind zuniichst fiir 130’ vier kardage = 60° 
zu merken. Die iiberschiefsenden 9’ sind mit 15 zu multiplizieren und durch die 
Minuten der nachfolgenden kardaga, d.i. durch 15, zu dividieren und die so ent- 
stehenden 9°, zu den obigen 60° hinzugefiigt, ergeben dann 2 = 69°. 
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De sinu verso cuiuslibet portionis. 


Si vero sinum eius volueris versum, et fuerint gradus argumenti 


pauciores 90, eos minue de 90, et eius, quod remanserit, simile in lineis 
numeri quere, et sinum suum vel declinationem suscipe cum equatione 
numerorum, si fuerint cum eodem minuta, et eundem sinum de 150 mi- 
nutis minue qui est sinus totus rectus. Quod vero remanserit, erit sinus, 
quem queris, versus. Similiter facies ad declinationem. 

Si autem fuerint plures 90, pro 90 sumes totum sinum, et remanen- 
tium queres sinum equalem, quem addens sinui toto recto ipsius, quem 
queris, sinus versi habebis summam.') 


De inventione portionis circuli cuiuslibet sinus. 

Cum autem cuiuslibet sinus volueris scire circuli portionem, eius 
similem vel minorem eo, propiorem tamen, in tabula sinus quere, si feceris 
ad sinum, vel declinationis, si feceris ad eam, et quod in directo eius 
fuerit in lineis numeri, sume, que erit portio circuli ipsius sinus. Tune 
eundem sinum minorem iam inventum de maiori minue, et residuum per 
60 multiplica, et quod provenerit per id, quod est inter lineam, cum qua 
multiplicasti, et secundam in uno gradu maiorem, divide, et que exierint 
minuta portioni cireuli in lineis numeri invente adde, et quod collectum 
fuerit, erit portio circuli ipsius sinus perfecta. 

Si autem portionem circuli sinus versus volueris, et sinus fuerit 
minor 150, eum de toto sinu subtrahe, et remanentis quere circuli por- 
tionem, quam minues de 90 gradibus, et quod remanserit, erit portio 
illius cireculi sinus versi. Si vero sinus fuerit plus 150, ex eo sinum 
totum minue, scilicet 150, cuius portio est 90 gradus, et residui quere 
portionem equalem, ut ostensum est, quam addens supra 90 habebis ipsius 
sinus portionem versam. 

Es folgen zuniichst nicht trigonometrische Paragraphen: 

De inventione latitudinis cuiusque regionis. — De eodem per stellas fixas. — 
De altitudine solis in meridie. — De ascensionibus signorum in circulo directo. — 
De elevationibus signorum inveniendis per tabulas. — De ascensionibus signorum in 
quolibet circulo obliquo. — Inventio ascensionum per umbram Arietis. — De ascen- 
sione totius Arietis ubique. — De ascensione cuiuslibet gradus per tabulas. — Con- 
versio graduum ascensionum in gradus equales. — Conversio graduum equalium in 
gradus ascensionis. — Conversio graduum ascensionis in gradus equales per nume- 
rum. — Inventio portionis circuli directi cuiusque diei. — De inventione eiusdem 
portionis per tabulas. — Inventio numeri graduum horarum inequalium. — Inventio 
numeri horarum cuiusque diei. — Inventio horarum diei per altitudinem Solis. — 
Conversio horarum equalium in horas inequales. — Inventio horarum preteritarum 
per altitudinem Solis aliter quam prius. — Inventio gradus ascendentis per horas. — 


1) Es ist also sinvers (90 — «) = 1 — sina, sinvers (90 + «) = 1 + sing, 
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Inventio ascendentis per tabulas ascensionum. — De inventione duodecim domorum. 
Inventio duodecim domorum per tabulas De inveniendis horis per ascenden 
tem Inventio altitudinis Solis qualibet hora diei. 

Nun folgen aber die Paragraphen: 

Ad inveniendum umbram per altitudinem Solis. 

Si vero umbram Solis vel alterius luminosi per altitudinem scire de- 
sideras, altitudinis ipsius invenias sinum. Minue quoque altitudinem de 
90, et residui similiter quere sinum, quem multiplicabis in 12, et divides 
summam collectam per sinum primum, et qui inde tibi provenerit nume- 
rus, numerus punctorum erit umbre. Et quod remanserit, multiplica in 
60 et divide, sicut prius divisisti, et habebis imperfecti puncti minuta, et 


sic, quot punctorum et minutorum fuerit umbra, te invenisse cognoscas.') 


Ad inveniendum altitudinem Solis per umbram. 
Si autem altitudinem Solis per umbram reperire laboras, umbram in 


se ipsam multiplica, et ei, quod pro- 


gli venerit, adiunge 144, et summe inde 
— | —_  ) 
G IN excrescentis radicem invenias, que erit 


A \\\ Sinus restdui 


ipsius umbre podismus, quem memorie 


Sf 2 
> 


+ 
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| commenda. Deinde iterum umbram in 


%» 150 extende, et que inde provenerit 
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quod ex divisione provenerit, invenies 
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\ circuli portionem, quam minues de $0), 
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et remanebit altitudo in eadem hora.*) 


Solis ete beaverse Vel si diviseris 1800 per podismum 


NN | umbre, et eius, quod ex divisione exierit, 
on 


Fig. 11 invenias circuli portionem, habebis alti- 
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tudinem Solis.”) 


Ad inveniendum umbram ex altitudine per tabulas. 

Et si umbram ex altitudine volueris invenire per tabulam in tabula 
altitudinem quere, et que tibi debentur puncta subscripta et minuta 
suscipe, et habebis altitudinis umbram. 

Si autem cum altitudine fuerint minuta, de eis facias, quemadmodum 
in sinu et declinatione dictum est in premissis regulis. 

COs @ 
1) D. h.: cotga = - . 
7 sin @ 
ctg a 
2) D. h.: cos a = —— : 
Vetga*? +1 


2 


3) Das ist gleichbedeutend mit sin « = 7 ' Ks ist niimlich 12 - 150 


= 1500. 
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Inventio altitudinis per wnbram. 


Si vero per umbram altitudinem scire volueris, umbram in tabula 
quere, et que tibi debetur altitudinis summam cum equatione minutorum, 
sicut supra docuimus, facias, et hee est facilior’), quam queris, doctrina. 


Es folgt: Zertia pars de motibus septem planetarum, in welchem ich Trigono- 
metrisches nicht gefunden habe. Dann aber heilst es weiter: 


Ad inveniendum cuiuslibet arcus sinum demonstrative. 


Quia in huius operis initio, antequam tractaremus de celestis circuli 
volubilitate, mentionem fecimus sinus, pretereundo quasi notum, hic in 
fine operis danda est doctrina, cum ad ea, que premittuntur de circulari- 
bus motibus, illius scientia valde sit necessaria. 

Unde videndum est, quid sit sinus. 

Sinus cuiuslibet portionis circuli est dimidium corde duplicis portio- 
nis illius. 

Erit ergo dimidium corde portionis 180 graduum sinus portionis 90 
graduum, qui est sinus perfectus. Nulla enim in circulo est maior corda 
corda portionis 180 graduum, qui est circuli diameter. Et sinus 30 gra- 
duum est dimidium corde 60 graduum; et sinus 15 graduum est dimi- 
dium corde 30 graduum; atque sinus 45 graduum est dimidium corde 90 
graduum, et sic in omnibus circuli portionibus. 

Inventa itaque quantitate diametri circuli, habebitur leviter quantitas 
sinus cuiuslibet circuli portionis. 

Quantitas vero ‘diametri circuli sic poterit inveniri. Divide circulum, 
qui est 3560 graduum, per 3 et septimam, et invenies probabiliter dia- 
metri quantitatem.*) 


Vel, si volueris, multiplica circulum in semet ipsum, et quod exierit, 


divide per 10, et numeri ex divisione provenientis quere radicem, que 
erit cireuli diameter. ”*) 


Vel aliter. Multiplica cireulum in 20000 et divide, quod colligitur, 
per 62832, et quod tibi provenerit ex hac divisione, erit diameter.*) 
Inventa autem diametro circuli, medietas erit sinus 90 graduum, que 


est corda portionis 180 graduum; que duplex est ad portionem 90 
graduum. 


1) Facilior ist hier, wie auch sonst oft im mittelalterlichen Latein, statt des 
Superlativs facillima gebraucht. 

2) Hier ist also 7 = 3} gesetzt. 

3) D. h. a = Y10. 

4) Das ist der indische Wert 2 = Sees = 3,1416, den aber Fr. Hutrscn als 
von Griechen gefunden nachzuweisen versucht hat. 
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Similiter invenies ceterarum portionum sinus. 

Licet etiam tibi ponere diametri partes secundum quamlibet numeri 
quantitatem et ex ea facere sinus declinationis. Nam, etsi sinus et por- 
tionis nulla sit proportio, est tamen relatio inter eos, quia et sinus por- 
tionis est sinus, et portio sinus dicitur portio. 

Verbi gratia ponamus diametri cireuli quantitatem 300 minutorum: 
erit ergo sinus totus 150 minutorum. Manifestum est autem, quod corda 
cuiusque sexte portionis circuli sit equalis medietati diametri eius. Cuius 
rei demonstrationis causa patet, cum inferius ponitur figura, cuius talis 


est dispositio vel descriptio. 


Descriptio figure. 

Preposite autem figure hec est demonstratio. Sit enim cireulus abgd, 
qui dividatur duabus lineis se supra centrum e orthogonaliter intersecan- 
tibus, una videlicet ag et altera bd. Sit etiam circulus vzh supra cen- 
trum }, cuius circumferentia contingat ag lineam supra centrum e. De- 


scribatur iterum circulus ¢/i supra centrum d, cuius 


“Ge circumferentia etiam contingat lineam ag supra 


punctum e. 
Apparet igitur, quod circulus abgd intersecat 
‘circulum vzh supra punctum / et supra punctum 
m, et portio lim cireuli abgd est equalis portioni 
mel circuli vzh. Demonstratur etiam, quod portio 
lb sit equalis portioni, que est le, quia portiones 
Ibm et mel equaliter dividuntur per lineam ehh, 
et hoe demonstratur, quod earum corde sunt sibi 
invicem equales, et portio bm fit equalis portioni 
me. Constat igitur lineam eb, que est diametri 
cireuli dimidium, esse equalem ei, que est el, et 
lineam J) equalem esse linee bm, et quod linee 
me et el et lb et bm quatuor sunt corde quatuor 
portionum circuli equalium, Patet, quod linee /) 
Fig. 12. oa 8 ° ° 
et le sibi sunt equales, patet etiam, quod linea /m 
abscindit lineam be in duo media supra punctum ». Linea igitur nb est 
quarta diametri circuli, et similiter linea ne. 

Dividit quoque linea ¢7 lineam de in equas partes supra punctum ¢, 
quarum unaqueque, scilicet de et ce, est equalis linee en. Igitur linea 
ne est equalis medietati diametri circuli, et est etiam equalis linee m7 et 
linee /¢. Erit ergo portio mb et portio /¢ equalis portioni m7, quia 
earum corde inter se sunt equales, et portio id equalis portioni dt. Mani- 
festum est igitur cireulum in sex equales portiones divisum esse, et cuius- 
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libet portionis illius cordam esse equalem medietati diametri cireuli. Et 
hee est figure certa descriptio. 

Cum autem sit positum, diametrum esse 300 minutorum, erit corda 
portionis 60 graduum, que est sexta pars circuli, 150 minutorum, et sinus 
30 graduum 75 minutorum, quod est dimidium linee m7, que est linea 
gm; et sinus 60 graduum est linea mn, que est medietas linee ml, que 
est corda portionis 120 graduum. Linea vero zh est corda 90 graduum, 
que sunt quarta pars circuli, et illa corda est radix 45000, cuius corde 


medietas est sinus 45 graduum, qui est radix undecim milium et 250.') 















Apparet autem, quod portio al sit dimidium sexte partis circuli, cuius 
portionis corda sic invenitur. Multiplica sinum 30 in semet ipsum, qui 
est linea lo, et multiplica lineam ao in semet ipsam, et utrumque in 
simul iunge, et collecte summe radix erit corda 30 graduum. Si autem 
minueris sinum 60 de medietate diametri, remanebit linea ao. Medietas 
vero corde 30 graduum est sinus 15 graduum. Est autem linea fs corda 
30 graduum, cuius medietas, linea scilicet fq vel linea qs, est sinus 15 
graduum, que est portio cireuli ab f in z. Erit ergo portio circuli que 
est ab f in v vel ab s in h, 75 graduum, cuius portionis sinus est linea 
qb, et eius quantitas sic invenitur. Multiplica lineam bf, que est 150 
minutorum, cum sit equalis medietati diametri, in semet ipsam, et lineam 
qf in semet ipsam, que est sinus 15 graduum. Postea minue multiplica- 
tionem linee fg de multiplicatione linee f), et remanentis numeri tolle 
radicem, que radix erit sinus 75 graduum, et est linea qb, et est equalis 








linee fx. Et similiter facies in inventione sinus cuiuslibet portionis cir- 
culi tam exigue quam maxime. 

















; [amque demonstratum est, quod, cum positum sit, dyametrum circuli 
: esse 300 minutorum, cordam sexte partis circuli esse 150 minutorum, 
i cum sit equalis dimidio diametri circuli, et est sinus totus; cuius medie- 
. tas est sinus 30 graduum, et est 75 minuta, qui est sinus duarum kar- 
5 dagarum. 
i Si autem multiplicaveris sinum 30 in semet ipsum, et minueris inde 
7 provenientem summam de sinu toto in se multiplicato, remanentis numeri 
‘ radix erit sinus 60 graduum, qui est 4 kardagarum, et est dimidium 
corde 120 graduum. Minue ergo eum de sinu toto, et quod remanserit, 
: multiplica in semet ipsum, et iunge inde provenientem summam sinui 30 
. in semet ipsum multiplicato, et provenientis summe radix erit corda 30 
at graduum, cuius medietas erit sinus 15 graduum, id est prime kardage. 
‘a Multiplica itaque eundem sinum, id est prime kardage, in semet ipsum, 
i. et minue summam provenientem de sinu toto in semet ipsum multipli- 
\S- - 


1) Das ist in einer Handschrift so geschrieben: 11000 | 250. 


Bibliotheca Mathematica, HT, Folge. I. 













Maxiwmran Currzi 


eato, id est ex 22500, et remanentis numeri accipe radicem, que radix 
erit sinus 75 graduum, id est 5 kardagarum, et est dimidium corde 150 
graduum.*) 

Deinde minue sinum 15 de sinu 30, et residuum erit sinus kardage 
secunde; postea multiplica sinum totum in semet ipsum et numeri inde 
provenientis duplicati tolle radicem, que erit corda 90 graduum, cuius 
medietas sinus erit 45 graduum, id est trium kardagarum. Subtrahe 


igitur ab eo sinum duarum kardagarum, et remanebit sinus tertie kar- 


dage. Deinde minue sinum trium kardagarum de sinu 60, et remanebit 


sinus quarte kardage. Minue etiam sinum quatuor kardagarum de sinu 
75 graduum, id est quinque kardagarum, et residuum erit sinus quinte 
kardage. Demes quoque sinum quinque kardagarum de sinu toto, id est 
de 150 minutis, et remanens numerus erit sinus sexte kardage, et habe- 
bis sexte kardage gradus. 


Hee sunt sex kardage, quarum hec est introducta demonstratio. 


Inventio sinus secundum minores circuli portiones. 
Si autem volueris invenire sinum secundum minores circuli portiones, 
sinum huius kardage sexte in sinum 30 graduum multiplica, et collecte 
inde summe quere radicem, que erit sinus 7 graduum et dimidii; et ean- 
dem summam minue de sinu toto multiplicato in semet ipsum, et rema- 
nentis numeri radix erit sinus 82 graduum et dimidii. Postea minue 
sinum 82 graduum et dimidii de sinu toto, et residuum multiplica in 


oraduum et 


sinum 30, et exinde surgentis numeri radix erit sinus trium g 


45 minutorum. Illum autem eundem surgentem numerum minue de 
22500, et residui numeri radix erit sinus 86 graduum et quarte. Deinde 
minue sinum 45 graduum de sinu toto; et residuum multiplica in sinum 
30, et collecte tibi summe radix erit sinus 22 graduum et dimidii; et 
deinde minue ipsam summam de sinu toto multiplicato in semet ipso, et 
remanentis numeri radix erit sinus 67 graduum. et dimidii. Minue itaque 
eum de sinu toto et remanentem numerum multiplica in sinum 30, et 
excrescentis inde numeri radix erit sinus 11 graduum et quarte unius; et 

1) Die Bemerkungen von Bravnuiiuts, die vorhergehenden Rechnungen seien 
fehlerhaft (S. 78 Anm. 3), ist fiir unseren Text nicht richtig. Die auf 8S. 79 nach 
Devampre gegebene Notiz iiber ein Vatikanmanuskript, das eine Ubersetzung des 
Geruarp von Cremona enthiilt, bezieht sich sicherlich auf ein Exemplar der vor- 
liegenden Canones, in welchen der Durchmesser nur zu 300 Minuten angenommen 
ist. Auch Reaiomonran sagt in der von von Braunmiiur, a. a. O. Anm. 3 citierten Ab- 
handlung nicht, dafs Au-ZarKkAri auch von der Einteilung des Durchmessers in 120 
Gradus Gebrauch mache. In der Abhandlung Jonanns von Guunpen De sinibus, chordis 
et arcubus hat dieser dann die hier von AL-Zarxkari nur angedeuteten Rechnungen 
fiir beide Annahmen durchgefiihrt und fiir beide eine Sinustabelle hinzugefiigt. 
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summam numeri totius subtrahe a sinu toto in se multiplicato, et rema- 
nentis numeri radix erit sinus 78 graduum et trium quartarum. Minues 
etiam sinum 15 de sinu toto, et multiplicabis residuum in sinum 30, et 
provenientis inde numeri radix erit sinus 37 graduum et dimidii; et eius- 


dem numeri summa diminuta de sinu toto in se ducto, residui radix erit 
sinus 52 graduum et dimidii. Eodem modo fit in universis cireuli parti- 






bus usque ad minutissimas eius portiones. 
















Inventio kardagarum declinationis ad plures gradus. 


Et si kardagas declinationis volueris invenire ad singulos gradus vel 
ad maiores vel minores cireuli portiones usque in 90 gradus, quia habita 
notitia declinationis 90 graduum habebitur notitia etiam reliquorum cir- 
culi quartarum, cum earum omnium una sit declinatio, smum declinationis 
totius quere, quam multiplicabis in sinum unius gradus vel plurium, si 
tibi placuerit, et summam inde provenientem dividas per 150. Deinde 
sinus ex ipsa divisione provenientis invenias circuli portionem, que portio 
erit declinatio unius gradus vel plurium, si feceris ad plures. Et ita 
etiam facies cum universis gradibus usque in perfectionem 90 graduum ete. 


Expliciunt Canones Azarcueris super tabulas Toletanas. 


38. Aus den ,,Scripta Marsiliensis super Canones Azarchelis“. 

















Der in der einzigen mir bekannten Handschrift, Codex Amplonianus 
fol. 394, nur als MArsILIENSIS bezeichnete Verfasser dieser Erliuterungs- 
schrift zu den Canones des AL-ZARKALi diirfte der Arzt GuILELMUS 
ANGLICUS') sein, der um das Jahr 1231 bliihte. Er hat wie der anonyme 
Verfasser des folgenden Auszuges die nur praktisch gegebenen, nicht 
bewiesenen Regeln AL-ZARKALiS rechtfertigen wollen. Ehe ich jedoch 
seine Ausfiihrungen zum Abdrucke bringe, will ich noch zwei Kapitel der 
Canones des AL-ZARKALi mitteilen, da nur durch diese das, was beide 
Verfasser, der anonyme von Nr. 4 und dieser MARsILIENSIS, beweisen 
wollen, klar wird. 





1) Scuum hat in seinem Kataloge diese Schrift dem bekannten Jaxos pen Macuir 
um 1300) beigelegt, und in der That enthiilt der Cod. Ampl. fol. 394 noch den 
»lractatus Proracu de Marsilia hebraei super quadrantem translatus ab hebraeo in 
latinum Anno 1290“. Aber Srxinscnnemer hat (Bullett. di bibliogr, d. se. matem. 
20, 1887. S. 579) bemerkt, dals, soweit bekannt ist, Jakos pen Macuir niemals ein- 
fach ,,Marsiliensis“ genannt wurde, und dafs bisher auch nicht bemerkt worden ist, 
dafs er eine Schrift tiber die Canones des Zarxaui verfafst hat, wiihrend Guicecavs 
Axeuicus zuweilen nur ,,Marsiliensiss heifst. 


Maxmonran Currze. 


Aus den ,,Canones super Tabulas Toletanas‘ des Au-Zanrkati. 
De ascensionibus signorum in circulo directo. 


Cum elevationes sive ortus signorum in loco linee equinoctialis, qui 
caret latitudine, apud quem dies et noctes sibi sunt semper equales, 
volueris invenire, hec apud omnes regiones in circulo directo, qui est 
circulus earum meridianus, sunt eedem. In orizonte autem cuiusque re 
gionis propter diversas earum latitudines fuerint diverse. Nam in quan- 
tum quedam propter obliquitatem orizontis regionis velocius ortu suo in 
loco linee equinoctialis vel tardius oriuntur, in tantum eorum opposita 
cadunt. Elevationes vero duorum oppositorum vel eorum occasus in loco 
linee equinoctialis et in circulo directo cuiusque regionis sunt eedem. 

Accipies declinationem totalem, que est, secundum quod narravit 
ProLOMEUS, 23 graduum et 51 minutorum, et secundum JAniBEM filium 
ALBUMAZARIS adminiculis considerationis 23 gradum et 33 minutorum et 
30 secundorum, que apud nos dicitur esse verior, quia primam noverimus 
minorem, et hane didicimus per considerationem. Cuius invenies sinum, 
qui dicitur primus. Minue etiam eandem declinationem de 90, et residui 
quere sinum, et dicetur secundus. Serva eum iuxta alium. Deinde decli- 
nationis Arietis vel cuiuslibet alterius signi gradus, cuius volueris scire 
ascensiones, invenias sinum, et erit tertius. Muinue etiam eandem declina- 
tionem de 90 et residui quere sinum, qui erit quartus. Multiplica itaque 
sinum declinationis gradus, qui est tertius, in residuum totius declinationis, 
qui est secundus, et quod inde proveniet, per sinum totius declinationis, 
qui est sinus primus, divide, et quod exinde tibi exierit multiplica in 150, 
et que exierit inde summam divide per sinum residui declinationis gradus, 
qui est quartus sinus, et qui inde exierit sinus erit sinus illius portionis 
arcus equinoctialis, que oritur cum totali portione zodiaci, cuius gradus 
sumpsisti. Cuius invenias circuli portionem, et hee erit, quod elevatur de 
circulo directo cum gradibus ecliptice linee circuli signorum, que est a 


primo gradu arietis usque ad gradum, cui numerasti. Nam, si numerasti 


30 gradus, erit elevatio totius Arietis. Si vero volueris elevationem Tauri, 
Db ; 
fac cum elevatione 60 graduum, quemadmodum cum declinatione Arietis 
fecisti, sicut superius declaratum est, et quod exierit, erit elevatio Arietis 
et Tauri. Minue ex ea ascensionem Arietis, et remanebit ascensio Tauri. 
Et si minueris ascensionem Arietis et Tauri de 90, quod remanserit, 
erit elevatio Geminorum. Est enim elevatio trium signorum in circulo 
directo 90 graduum tantum. 
Notandum etiam est, quod habita elevatione Arietis habetur Piscium, 
| 
Virginis atque Libre elevatio. Elevatio autem Tauri similis est elevationi 
~ | 


Aquarii, Leonis atque Scorpionis. Ascensio vero Capricorni, Sagittarii atque 
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Cancri similis est ascensioni Geminorum, et est etiam tabula ad hoe con- 


stituta, ut uniuscuiusque gradus elevatio levius possit inveniri. 


De ascensionibus signorum in quolibet circulo obliquo. 


Si autem elevationes signorum in qualibet regione volueris invenire, 
eiusdem regionis latitudinis queras sinum, qui erit primus. Deinde eandem 
latitudinem a 90 subtrahe, et remanentis quere sinum, qui erit secunda. 
Post hoe quoque declinationis signi, cuius elevationem scire volueris, 
quere sinum, qui erit tertius. Muinues etiam eandem declinationem de 90, 
et residui invenies sinum, qui erit quartus. Ergo sinum primum in sinum 
tertium multiplica, et quod exierit per sinum secundum divide, quod 
exierit in 150 extende, et quod provenerit, per sinum quartum divide, et 
eius, quod exierit, circuli portionem invenias, que erit portio Arietis. Serva 
eam. Post hoc invenias portionem Tauri cum declinatione 60 graduum, 
et serva eam etiam. Invenias etiam portionem Geminorum cum declina- 
tione tota, et eam memorie commenda. Inventis autem horum portionibus 
ita elevationes signorum poteris investigare. Nam si de elevatione Arietis, 
quam habes in ecirculo directo, minueris eius portionem, quam nunc in- 
venisti, quod remanet, erit eiusdem elevatio et Piscium in eadem regione; 
et si eandem portionem addideris elevationi eiusdem Arietis in circulo 
directo, quod exierit, erit elevatio oppositorum horum in eadem regione, 
Virginis scilicet et Libre. Similiter, cum portionem Tauri diminueris, 
invenies elevationem eius et Aquarii, et cum augmentaveris, oppositorum 
eorum, Scorpionis scilicet et Leonis. Hoe idem facies cum portione Gemi- 
norum, et per diminutionem eius invenies eius elevationem et Capricorni, 
et per augmentationem eorum oppositorum, Caneri scilicet et Sagittarii. 

Zu diesen Kapiteln sind die beiden figure catta der Nr. 4 und die 
folzende Auseinandersetzung des GUILIELMUS die notwendige Erklirung. 
Also jetzt zu dem Kapitel des Marseillers. 


Sequitur de ascensionibus signorum. 


Notandum est, quid sit ascensio signi, quid circulus directus et quid 
obliquus, et quid sit signum ascendere super circulum rectum et obliquum, 
et quid sit ascensio super utrumque circulum. Hee omnia require in 
tractatu de spera. Ut autem ea, que narratione dicta sunt in capitulo de 
elevationibus signorum, demonstratione certissime declarentur, ymaginemus 
meridianum et colurum per finem arietis in zodyaco transeuntem et por- 
tionem quandam equinoctialis rescindentem, que erit elevatio correspon- 
dens toti Arieti. Portio meridiani vel coluri inter equinoctialem et zodiacum 
intercepta erit declinatio totius Arietis. Ymaginemus quoque alium cir- 
culum coluri solstitia distinguentis, et fiat talis figura ita, quod linea ab 

























































































































3d0 Maximinian Currze. 


est sicut quarta coluri solstitia distinguentis, eritque punctus « sicut 
polus Arietis, ) vero, in quo predictus colurus et equinoctialis circulus 
coniunguntur; et linea be erit sicut 
quarta equinoctialis a principio Arietis 
usque ad ultimum punctum Gemino- 
rum, ita quod punctus ¢ erit princi- 
pium Arietis, ) vero sicut principium 
Tauri; linea vero cd erit velut quarta 
zodiaci a principio Arietis ad_princi- 
pium Tauri. Portio autem coluri, que 
est bd, erit tota declinatio, et ad 
residuum. Linea ea erit: sicut quarta 





meridiani vel eiusdem coluri transeun 
tis per finem Arietis, et ce sicut totum 
— signum Arietis. Linea vero ef deeli 
natio totius Arietis et linea cf portio 
equinoctialis toti Arieti correspondens sive ascensio eius. 

Hiis itaque hoe modo descriptis supponamus duo ad propositum osten- 
dendum. 


Primum, quod quacunque proportione primi ad secundum ex propor- 


tione tertii ad quartum et ex proportione quinti ad sextum composita, 
si sextum proportionale sit ignotum, hoc modo illud poterit inveniri. 
Multiplicatur secundus per tertium et productum dividatur per primun, 
et quod provenerit multiplicatur per quintum et productum dividatur per 
quartum, et exibit ex hac divisione, quod proportionabiliter querebatur. 

Dico autem aliquam proportionem ex duabus aliis componi, quando 
multiplicatis duabus proportionibus inter se illa tertia procreatur, et hoc 
patet in numeris manifeste. Ponantur sex numeri sub hac forma: 


Primus ‘Tertius | Quintus 


6 


2 
” 


Constat, quod proportio primi ad secundum componitur proportione tertii 
ad quartum et quinti ad sextum, quia proportio primi ad secundum sex- 
cupla, proportio vero tertii ad ‘quartum est tripla, proportio quinti ad 
sextum tripla. Si autem multiplicabitur triplum per duplum exibit sex- 
cuplum. Subposito itaque, quod sextus numerus sit ignotus, invenietur sic. 
Multiplicetur secundus per tertium, et erunt 48, que dividantur per primum, 
et exibunt duo, que multiplicantur per quintum, et erunt 12, quibus 
divisis per quartum exibit sextus numerus, videlicet ternarius. 
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Secundum presupponendum est, quod duabus rectis lineis angulum 
constituentibus, si a termino utriusque earum quelibet super alteram recta 
cadat, erit proportio partis unius earum ad alteram eius composita ex 
proportione partium linee ab eius termino super latus exeuntis et ex hac 
proportione alterius totalis linee proportionabilis ad illam sui partem que 
est inter terminum eius extremum et lineam cadentem super ipsam. Sicut 
linea ab et linea ae constituunt angulum a, et 
a termino linee ab, scilicet a puncto b, egre- 
diatur linea be super lineam ac; item a puncto 
, qui est terminus linee ac, egreditur linea ed, 
que cadit super lineam ab, et per hoe dico, 
quod proportio ad ad db composita est ex 
proportione bf ad fe et ex proportione ac ad 
ce. Quod patet trahendo a puncto a lineam 
equidistantem de, quod fit per 31 propositionem 
primi Evcuipis, et sit linea illa ag, et pro- 
trahatur linea be, donee concurrat linee ag, 


ita quod ffit triangulus aeg. Ex quibus 


probatur propositum assumpta primo quarta 

propositione sexti HucLipis; secundo assumpta ista propositione: quod si 
inter duas quaslibet quantitates aliqua quantalibet ponatur media, propor- 
tio prime linee ad ultimam fit ex proportione prime ad mediam ducta in 
proportionem medie ad ultimam; tertio assumpta propositione prima sexti 
et quarto assumpta quarta propositione sexti; quinto acceptis istis con- 
iunctis proportionibus, que in prima quinti EUCLIDIS struuntur. Per eas 
invicem huius secunde propositionis veritas apparebit. 

Per has autem duas suppositiones ostenditur propositum, scilicet in- 
ventio sexti sinus per alios quinque hoe modo, respiciendo primam figu- 
ram. Linea ab, que est quarta coluri, sive sinus eius, et linea be, que 
est quarta equinoctialis sive sinus eius, constituunt angulum b, et a ter- 
minis earum egrediuntur due linee cadentes super eas, scilicet cd et af: 
ergo per secundam suppositionem proportio bd, que est sinus declinationis, 
ad da, que est sinus residui declinationis, est composita ex proportione ef, 
que est sinus declinationis Arietis, ad e, que est sinus residui declina- 
tionis arietis, et ex proportione bce, que est totus sinus, ad ef, que est 
sinus portionis equinoctialis toti Arieti correspondentis sive ascendentis 
cum Ariete in cireulo directo. Sie igitur fiunt sex quantitates, scilicet bd 
prima, da secunda, fe tertia, ea quarta, be quinta, fe sexta, et hee sex 
quantitates sunt sex sinus, ut visum est, et sunt proportionabiles ita, quod 
proportio prime ad secundam componitur ex proportione tertie ad quartam 
et quinte ad sextam; et quinque harum sunt note, videlicet sinus deeli- 
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nationis totius bd, sinus equinoctialis da, sinus declinationis arietis ef, 
sinus residui eius ead, et sinus totus be, sexta vero est incognita, vide- 
lieet sinus ascensionis cf Arietis seu portionis equinoctialis, que elevatur 
cum Ariete. Igitur per primam suppositionem si multiplicatur secundus 
per tertium, scilicet sinus residui totius declinationis et sinus declinationis 
Arietis, et productum dividetur per primum, scilicet per sinum totius de- 


clinationis, et quod ex multiplicatione provenerit, multiplicetur per quin- 
tum, scilicet per sinum totum, et productum dividatur per quartum, scilicet 
per sinwn residui declinationis Arietis, exibiet videlicet elevatio <Arietis, 


et hoe est, quod querebamus. 

Es folgt noch ein Abschnitt ,,De wmbris betitelt, den ich ebenfalls noch 
mitteile. 

De umbris. 

Notandum, quod umbra proicitur ab obscuro corpore super opposi- 
tum corporis luminosi. Sunt etiam in emisperio cuiuslibet regionis, 
scilicet ab orizonte sursum mensurando, tres situs diversitates. Est enim 
locus supreme altitudinis, scilicet cenith, est etiam locus supreme bassi- 
tatis, scilicet orizon, et locus medius inter cenith et orizontem. Ipso sole 
existente in loco supreme altitudinis nulla dicitur esse umbra, nam umbra, 
ut dictum est, semper dirigitur in oppositum luminosi, et ideo tune tem- 
pore nulla est umbra, nisi forte illa non tangente terram, et tunc erit 
umbra perpendicularis. Sole vero existente in suprema bassitudine, puta 
in orizonte, umbra corporis elevati protenditur in immensum, nec est 
igitur certe quantitatis. Sed sole existente in altitudine media, puta 45 
graduum, tunc umbra rei extense et erecte coequatur, et quando sol est 
minoris altitudinis 45 gradibus, umbra illam quantitatem superaddit ut- 
cumque, et quanto altitudo brevior, tanto umbra altior, quando vero sol 
est maioris altitudinis, est e converso. 

Secundo est notandum, quod matematici, volentes quantitatem illius 
cuiuslibet artificialiter invenire, rem quamlibet in 12 partes dividunt 
equales, que 12 puncta appellaverunt, et potius in 12 quam in alium 
numerum, quia 12 habet plures partes aliquotas, quam aliquis numerus 
minor vel etiam aliquantulum maior. Et licet, quod in qualibet re sive 
magna sive parva ista 12 puncta habent eandem quantitatem, ita quod 
sunt 12 partes eiusdem proportionis, servant quantitatem eiusdem horum 
itaque punctorum numerus secundum excessum umbre ad corpus et cor- 
poris ad umbram variatur. Nam si umbra fuerit maior, ipse habebit tot 
puncta, quot habebit corpus, scilicet 12, et insuper plus secundum pro- 
portionem sui excessus, et si fuerit contrarium, erit e converso. 

Et ad hance proportionem istorum duorum ad invicem, scilicet umbre 
ad corpus et e contrario, est constituta quidam tabula, que tabula umbre 
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appellatur. 





Per istam sole in quacumque altitudine existente super emispe- 
rium potest umbre ad rem et rei ad umbram proportio leviter inveniri, 
et hee tabula, quomodo sit disiuncta et ordinata, potest patere commen 
suranti. 

De tertio, videlicet de compositione tabule huius, videndum: ,Com- 
ponitur autem hee tabula hoe modo ete.“ 

De quarto sciendum, quod invenire umbram in principio Arietis nihil 
aliud est, quam proportionem umbre ad rem, cuius est umbra, sole exi- 
stente in primo gradu Arietis et in meridiano illius regionis, in qua pro- 
ponitur illud inquirendum, invenire. Hoc autem in qualibet regione ita 
poterit inveniri: Considera, in quo elevatur sol in meridie, quando est in 
principio Arietis, quod scire poteris per latitudinem regionis, sicut dice- 
batur in illo capitulo: ,Cum sol altitudinem“. Deinde cum altitudine 
illam tabulam ingrediens accipe puncta in illa, que invenies in directo, 
et habebis propositum. 


4. Anonyme Abhandlung iiber Trigonometrie aus dem Ende des 
XIII. Jahrhunderts. 

Dieser Abschnitt meiner Sammlung entstammt dem Clm 234") aus 
dem Ende des XIII. Jahrhunderts. Er war friiher im Besitze des be- 
riibmten WIDMANSTAD, wie aus der Notiz auf dem ersten Blatte her- 
vorgeht: 









»loannis Arsertr Waiomesravis + Toannis 
»lovrant Ponranr manu adnotata sunt 
quae in marginibus leguntur.“ 


Kin noch friiherer Besitzer war folglich JoHANNES JoviANus Pon- 
Tanus. Da die fragliche Bemerkung wohl falsch aufgefalst war, und 
man Ponranus als den Schreiber der ganzen Handschrift betrachtete — 
seine Hand ist aber leicht von der des wirklichen Schreibers zu unter 
scheiden —, so teilt der Handschriftenkatalog dieselbe dem XV. Jahr- 
hundert zu, sie stammt aber sicher aus dem XIII. In diesem ganz vor- 














trefflich von ein und derselben Hand geschriebenen Manuskripte stehen 
folgende Stiicke: 

Blatt 1"—36": Liber de aggregationibus scientie stellarum et principiis 
celestium motuum, quem Amerus Funivs Ameri, qui dictus est Arrracanus 
compilavit triginta continens capitula. 

Blatt 37'°—63": Incipit liber, in quo sunt cause orbis et motus et natura 
eius editione Mesenaza. 


1) Clm bedeutet Codex latinus Monacensis. 


Maximinian Currze 


Blatt 63° col. 2—7s": Qualiter circuli in spera ymaginandi sunt. 

Blatt 7T9"—82": Cum, in quolibet mense cuiuslibet anni an possit fiert 
eclipsis solis vel lune, volueris invenire, intra tabulas annorum. 

&3"—103": Die uns interessierende Abhandlung. In einer auf dem 
Vorsetzblatte befindlichen Inhaltsiibersicht von Ponranus’ Hand heifst es: 
Quidam de cordarum et sinuum arte et usu et theorica planetarwn. 

Blatt 103”, eol. 2—105", col. 1: Compositio chylindri. 

Blatt 105", col. 2—10k", col. 2: Der Beweis fiir die HEronische Drei- 
ecksformel, welche ich im Centralblatt fiir Bibliothekswesen 16, 
1899, S$. 257—306 veriffentlicht habe. 

Blatt 109"—110": Ein arithmetisch-geometrischer Abschnitt. 

Blatt 111'—120": Eine anonyme Abhandlung iiber Astronomie. 

Blatt 120"—121": Uber Multiplication von Briichen mit Briichen. 

Blatt 121°—125*°: Demonstratio de forma spere in plano des JORDANUS 
NEMORARIUS. 

Blatt 126"—127": Uber das rete astrolabii. 

Herr von BRAUNMUHL erwihnt unsere Abhandlung in seinen Vor- 
lesungen auf 8.102. Dals dieselbe von AL-ZARKALi abhiingig ist, folgt 
schon aus der Bemerkung, dals der Durchmesser fiir die Sinustafel zu 
300 Minuten angenommen wird, wiihrend es fiir die Sehnentafel bei der 
ProLeMAischen Einteilung in 120 Grade verbleibt. Ob diese Einteilung 
des Durchmessers in 120 Teile nicht mit der uralten Bewertung der Zahl 
a= in Verbindung steht? LeonarpO CREMONESE (XV. Jahrh.) hat 
wenigstens eine Sinustafel berechnet, in welcher der Durchmesser zu 7 
und die Peripherie zu 22 angenommen wird, mit der ausdriicklichen Be- 
griindung, dafs dadurch die Teile des Durchmessers und die des Kreis- 
umfanges einander gleich wiirden. 

Wie Herr von Braunmi'wt in der Anmerkung 2 sagt, bin ich ge 
neigt, die Abschrift unserer Abhandlung einem Sachsen zuzuschreiben. 
Die Formen Gardaga und Cada fiir Kardaga und Kata legen dieses sehr 
nahe, noch dazu, da in einer Amplonianischen Handschrift diese erweich- 
ten Formen nicht vorkommen'), sondern die andern mit /& und ¢ sich 


finden. 


Codex latinus Monacensis 234.) 
[83,1] Gardaga est portio circuli constans ex 15 gradibus. Per hoe patet, 
quod in unoquoque signo sunt 2 gardage, et in quolibet circulo 24. 


Sinus rectus est medietas corde arcus duplicis portionis, et significatur 


per lineam rectam ductam a fine arcus perpendiculariter usque ad dia- 


1) Siehe Codex Amplonianus fol. 394%". 
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metrum exeuntem a principio eius super eandem diametrum perpendicula- 
riter cadentem. 

Sinus versus est linea recta exiens a principio arcus cadensque perpen- 
diculariter super lineam designantem sinum rectum, id est, sinus versus est 
portio diametri intercepta inter principium arcus et lineam designantem 
sinum rectum. 

Et iste [83,2] sinus uterque intelligatur de arcu totali, qui non est 
pars arcus. 

Sinus rectus alicuius arcus partialis, id est areus, in quantum est pars 
alterius arcus, est linea ducta perpendiculariter a fine illius arcus usque 
ad lieam ductam a principio eius equidistantem diametro exeunti a prin- 
cipio totalis arcus. 

Sinus versus alicuius arcus partialis est linea ducta a principio eius 
perpendiculariter super lineam designantem eius sinum rectum. 

Declinatio solis est arcus circuli transeuntis per polos mundi et corpus 
solis interceptus inter lineam eclipticam et circulum equinoctialem. 

Sinus declinationis rectus est linea recta ducta a puncto ecliptice, in 
‘quo est sol, perpendiculariter usque ad diametrum exeuntem ab illo puncto 
equinoctiali, ubi intersecant se circuli predicti. 

Sinus declinationis versus {83',1| est portio eiusdem diametri intercepta 
inter sinum declinationis rectum et punctum intersectionis eorundem cir- 
culorum. 

Nota, quod omnes arcus, quorum puncta finalia distant equaliter a 
primo puncto Arietis et a primo puncto Libre, habent omnes sinus rectos 
equales, et ideo, si argumentum est minus 3 signis, operamur cum eo; 
si vero a tribus in 6, id minuimus de 6; si autem a 6 in 9, de eodem 
subtrahimus 6; et si a 9 in 12, illud subtrahimus de 12. 

Nota, quod sinus rectus fit dimidium corde arcus duplicis portionis, 
et cum nulla dimidia corda circuli possit esse maior semidiametro, non 
erit sinus rectus maior medietate diametri. Set sinus versus, cum sit 
corda protracta perpendiculariter a principio arcus usque ad lineam desig- 
nantem eius signum rectum, potest esse tota diameter. [83’, 2] 

Nota, quod diameter in tabula declinationis et sinus supponitur esse 
300°" minutorum, et in tabulis de corda et arcu 120 graduum. 

Si inter duas quantitates aliqua quantitas ponatur media, proportio 
prime ad ultimam fit ex proportione prime ad mediam ducta in proportionem 
medie ad ultimam. Hoe evidenter apparet in numeris. Ponantur enim 
duo numeri 24 primus, 4 ultimus. Inter istos ponatur alius numerus, sit ille 
12: dico, quod proportio 24 ad 4 componitur ex [84,1] duabus proportionibus 
scilicet ex proportione 24 ad 12 et ex proportione 12 ad 4. Nam pro- 
portio 24 ad 12 est dupla, proportio, vero 12 ad 4 est tripla. Numeri 



















































































































































3dD6 Maxiiuian Currze. 


denominantes has proportiones sunt duo et tria: duo, quia prima erat 

dupla, et tria, quia secunda erat tripla. Multiplica ergo duo in tria, et 
habebis 6, proportionem scilicet 24 ad 4, que est sexcupla. 

Quantitates tres sint a, b, c, proportio a ad ¢ sit h, proportio vero 

a ad d sit e, et proportio b ad ¢ sit f, et id, quod fit ex ductu f in e, sit p. 

Propositum est, quod p fit proportio a ad c, et hoe sic probatur. Ex 

ductu f in e fit p, et ex 

ductu f in ¢ fit bh. Hie 

unus numerus multiplicat 





duos, ergo, que est pro 
portio multiplicatorum, et 
productorum. Ergo que est 
proportio e ad c, eadem 
est pad b. Hane conclusio- 
nem [84,2] serva. Item 
ex ductu ¢ in b fit a, et ex ductu ¢ in h fit a. Hie duo numeri multi- 
plicant alios duos et producunt idem, ergo, que est proportio multipli- 
cantium, et multiplicatorum. Ergo que est proportio ¢ ad c, eadem est 
proportio h ad b et p ad b. Hie autem comparantur due res ad unam 
in eadem proportione, scilicet h et p ad b, ergo ille due res sunt equales. 
Set 4 est proportio aad, ergo p est proportio « ad c et hoe est propositum. 

Si fuerint due recte linee angulum constituentes, et a termino utriusque 
eorum cadat quomodolibet linea recta super alteram, proportio partis cuiusvis 
earum ad reliquam partem eiusdem erit composita ex proportione partium 
linee, que exit a termino eius super aliud latus, et ex proportione alterius 
totius linee sibi conterminalis ad eam sui partem, que est inter [84,1] punctum 
concursus et lineam cadentem super eam. 

Due linee constituentes angulum sint ab et ac; a puncto } exeat linea, 
que cadat super latus ac, et sit be, et iterum a puncto ¢ exeat linea, que 
cadat super latus ab, et sit cd. Iste due linee, scilicet be et ed, inter- 

secabunt se; sit ergo punctus sectionis /: 

dico ergo, quod proportio bd ad da est com- 

posita ex duplici proportione, scilicet ex 

proportione bf ad fe, et ex proportione 

ee ce ad ca, et hoe est propositum. Pro- 
Cada contuncte \ bacio. A puncto a ducatur linea equi- 
\ distans de, et sit ag, et linea be protraha- 

—— tur usque ad y. Intellige ergo triangulum abg. 

Istum triangulum intersecat linea de equi- 
distans lateri ag, ergo proportionaliter. Ergo que est proportio bd ad da, 


eadem est bf ad fg. Set proportio bf ad [s4’,2] fg est composita ex duplici 
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proportione, quam dicam. Supponatur enim inter bf et fg esse medium 


fe, ergo per precedentem proportio bf ad fg est composita ex proportione 
bf ad fe et fe ad fg: ergo proportio bd ad da est composita ex propor- 
tione bf ad fe et fe ad fg. Set proportio fe ad fg est proportio ce ad ca. 
Probacio. Intellige duos triangulos, primum fec, secundum aeg: dico, 
quod isti duo trianguli sunt equianguli, quia cum fc linea sit equidistans 
ag, ergo anguli coalterni sunt equales, scilicet ¢ ad a, et f ad g, et etiam 
e utriusque et equalis, quia illi duo anguli sunt contra se positi: ergo 
latera eorum sunt proportionalia. Ergo que est proportio fe ad fg, eadem 
est proportio ce ad ca. Recollige ergo totum in summa: Que est pro- 
portio bd ad da, eadem est bf ad fy. Set proportio bf ad fg est com- 
posita ex proportione bf ad fe et fe ad fg: ergo proportio bd ad da est 
composita ex proportione bf [85,1] ad fe et fead fg. Set proportio fe ad fy 
est proportio ce ad ca: ergo proportio bd ad da est composita ex pro- 
portione bf ad fe et ex proportione ce ad ea, et hoe est propositum. 

Nota, quod per hance eadem potes similiter probare, quod proportio 
ad ad ab est composita ex proportione ef ad fb ducta in proportionem 
ac ad e¢, quoniam, que est proportio ad ad ab, eadem est gf ad fb. Set 
proportio gf ad fb est composita ex proportione gf ad ef ducta in pro- 
portionem ef ad fb. Intellige enim, quod ef quantitas cadat media inter 
gf et fb, ergo proportio ad ad ab componitur ex eisdem. Set proportio 
gf ad ef est eadem, que est proportio ae ad ec, quia ill duo trianguli 
sunt equianguli: ergo proportio ad ad ab est composita ex proportione 
ef ad fb ducta in proportionem ac ad ec. Et isto modo debet procedere 
demonstratio, quantum est ad utilitatem inventionis ascensionis signorum, 
licet illud, quod supra concluditur, sit verum et demonstratum. 

Cuiuslibet quadrilateri in circulo inscripti quod provenit ex ductu dia- 
metrorum in se, est equale hits, que fiunt ex 
ductu laterum oppositorum in se. a oo 


abed, diametri ac, bd: dico, quod duo rectangula, 
quorum primum fit ex ductu ad in be, et 
secundum ex ductu ab in de, sunt equalia 


ili rectangulo, quod fit ex ductu ae in bd. 
Probatio. Angulus contentus ex ab et ac J 
aut est equalis angulo contento ex ac et ad al 

ee 


aut non. Si non, fiat sibi equalis protracta 
linea ae. Intellige ergo trifss,2jangulum abe 


Sit cireulus abed, quadrilaterum inscriptum q, o— a 
/ \ a ~ —— 
Dé 





a, 


Fig. 17. 


et triangulum ade. Isti duo trianguli sunt equianguli, nam angulus a unius est 
equalis angulo a alterius, et angulus } angulo ¢c, quia sunt constituti super 
eandem portionem circuli, scilicet ad: ergo reliquus est equalis reliquo, scilicet 



































































































































































Maxiinian Currze. 








d totalis ¢ partiali predicti trianguli, scilicet aeb. Ergo quod fit ex ductu 
ab in de, est equale ei, quod fit ex ductu ae in be, hee enim accipiuntur, 
prout respiciunt equales angulos predictorum triangulorum. Item intellige 
alios duos triangulos, scilicet abe et aed. Isti trianguli similiter sunt 
equianguli. Nam ¢ est equalis d, quia sunt super eandem cireuli por- 
tionem, scilicet ab, et @ angulus unius est equalis a angulo alterius, quia 
a angulus totalis est divisus [85’,1] in tres angulos, quorum duo extremi sunt 
equales, quia unus fuit factus equalis alteri, ergo accepti cum angulo 
medio communiter erunt equales. Reliquus ergo angulus unius erit equalis 
reliquo angulo alterius, scilicet 6 totalis e partiali, ergo quod fit ex ductu 
ad lateris unius in be latus alterius, est equalis ei, quod fit ex duetu ac 
in de, sumuntur enim latera predictorum triangulorum, prout opponuntur 
equis angulis. Recollige ergo totum. Quod fit ex ductu ab in de, est equale 
ei, quod fit ex ductu ae in be; et quod fit ex ductu ad in bc, est equale 
ei, quod fit ex ductu ae in de. Set quod fit ex ductu ac in be et de 
divisim, est equale ei, quod fit ex ductu ac in bd: ergo quod fit ex ductu 
ad in be, cum eo, quod fit ex ductu ab in de, est equalis ei, quod fit 
ex ductu ac in bd, et hoe est propositum. [85’, 2] 

Cognitis duabus cordis in circulo, que ex altera parte conterminales 
existant, tertiam cordam cognoscere, que arcui inter reliqua dua extrema inter- 
cepto subtenditur 

Sit cireulus abcd, due corde note sint ab et bd, que sunt conter- 
minales ab una parte in puncto b: dico, quod alia corda, que subtend- 
ditur arcui intercepto inter reliqua duo extrema earundem cordarum, scilicet 
arcui ad, est nota, et corda illa sit ad. Pro- 


fff batio. Protrahatur diameter a puncto con- 

/ / v4 . cursus cordarum notarum, scilicet a puncto J, 
|/ 7 iy et sit diameter bc. Iterum ab extremitatibus 
af Sacer Seances: 4e corde ignote, scilicet a, d, que sunt extremitates 
\ ' cordarum notarum, protrahantur linee due ad 
/ punctum c¢, et sint ille linee [86,1] ae et de. 
\ SJ Intellige ergo triangulum abe. Iste trian- 
Nei uae gulus est rectangulus, quia est in semicirculo: 

ae ergo quadratum bc valet quadrata aliorum late- 


rum. Set linea be, que est diameter, est nota, et linea ab est nota 
ex hypotesi: ergo reliqua linea, scilicet ac est nota. Item intellige tri- 
angulum bed. Iste triangulus est rectangulus, quia est in semicirculo, et 
linea bc est nota, quia diameter, et item linea bd est nota ex hypotesi: 
ergo reliqua linea, scilicet dc, est nota. Intellige iterum quadrilaterum abed. 
Due diametri istius quadrilateri, scilicet ac et bd sunt note. Set quod 


fit ex ductu earum in se, valet illa duo rectangula, que fiunt ex ductu 
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laterum oppositorum in se, per precedentem: ergo illa duo rectangula sunt 
nota coniunctim. Set iterum duo latera, scilicet ab et de, sunt nota: 
ergo rectangulum, quod fit ex ductu aliorum duorum laterum in se, sci- 
licet ad et be, est notum. Set latus [86,2] be est notum, quia diameter, 
ergo latus ad est notum; et hoc est propositum. 

Si autem due corde note conterminales non exeant a puncto conter- 
minali earum versus eandem partem circuli, ut exibant in superiori figura- 
tione, set exeant in diversas partes, fiat tunc talis figura. 

Intellige cireulum abede. Due corde note in eo sint ab et be, qui 
conterminantur in puncto b, et exeant ab eo in diversas partes circuli, 
quia wna versus partem @ et alia versus partem ¢. Propositum est, quod 
cognitis istis duabus cordis necessario cognoscitur corda ac, que subten- 
ditur arcui abe intercepto inter duas extremi- 
tates cordarum notarum. Probatio. Ab 
altero termino corde ignote [86’,1], vel a puncto 


ae 


a vel a puncto ¢, trahe diametrum, et sit ad. / | 


Similiter a puncto conterminali duarum no- | //— 
tarum trahe diametrum, et sit be. Postea ab r - 

illo termino corde ignote, a quo non traxisti \ 

diametrum, trahe lineam usque ad extremita- 

tem illius diametri, que erit ab alio termino 

suo, et sit illa linea cd. Similiter a puncto 

conterminali duarum notarum trahe lineam 

usque ad eandem extremitatem predicti dia- 

metri, et sit illa bd; postea ab extremitatibus diametrorum  trahe 
lineam ad se invicem, et sit de. Intellige ergo triangulum abd. Iste 
est rectangulus, quia est in semicirculo, et due linee eius sunt note, 
scilicet ad, quia diameter, et etiam ab ex ypotesi: ergo tertia linea 
est nota, scilicet bd. Item intellige alium triangulum, scilicet bde.  Iste 
triangulus similiter est rectangulus. quia in semicirculo, et duo latera eius 
sunt nota scilicet [86’,2] be, quia diameter, et bd, ut probatum est prius: ergo 
tertium, scilicet de, est notum. Item intellige alium triangulum in semi- 
cireulo, scilicet bce. Istius trianguli duo latera sunt nota, scilicet be, 
quia diameter, et bc, quia est una corda de duabus notis ex ypotesi: ergo 
tertium est notum, scilicet ce. Intellige ergo quadrilaterum inscriptum 
cireculo bede. Istius quadrilateri due diametri, scilicet bd et ce, sunt note, 
ut probatum est prius; ergo duo rectangula, que fiunt ex ductu laterum 
oppositorum in se, scilicet be in de et be in ed, pariter accepta, sunt nota. 
Set be est nota ex ypotesi, et de nota, ut probatum est primo, ergo quod 
fit ex ductu unius earum in alteram est notum,‘remanet ergo, quod fit 
ex be in ed, notum. Set he nota est, quia diameter, ergo linea ed est 
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nota. Intellige ergo adhuc triangulum in semicirculo, scilicet aed. Istius 
trian{s7,1jguli duo latera sunt nota, scilicet ad, quia diameter, et ed, ut 
probatum est modo proximo: ergo reliquum latus ac est notum. Set ar 
est corda subtensa arcui intercepto inter duo extrema cordarum notarum: 


ergo illa est nota, et sic habemus propositum. 


AD DIVISIONEM ET MULTIPLICATIONEM, QUE FIT IN INVENTIONE ASCEN- 
SIONIS SIGNORUM IN OBLIQUO CIRCULO. 

Nota ad intelligentiam illius multiplicationis et divisionis, que fit ad 
inveniendas elevationes signorum ad circulum directum, quod ibi fit que- 
dam figura similis cade superiori, que fit ex quarta circuli equinoctialis, 
que est a principio Arietis usque in finem Geminorum vel in principium 
Cancri, et a quarta coluri transeuntis per maximam declinationem. Et 
iste sunt due linee principales predicte cade, que concurrunt ad unum 
punctum, scilicet ad illum, ubi predicti cir[s7,2\culi intersecant se sub Geminis 
vel sub principio Cancri. Ab extremitatibus autem istarum linearum, 
quarum extremicas coluri est in polo mundi, et extremitas equinoctialis 
in primo puncto Arietis, reflectuntur due linee unius super alteram. Nam 
a polo reflectitur quedam linea transiens per gradum Solis, cuius volu- 
mus habere elevationem, et terminatur super quartam equinoctialis, et ista 
linea est quarta coluri transeuntis per polos mundi et per gradum Solis, 
cuius queritur elevatio. Item similiter ab extremitate quarte equinoctialis, 
que est in principio Arietis, reflectitur quedam linea super quartam pre- 
dictam coluri distinguentis solstitia, et illa linea sic reflexa est quarta 
ecliptice, que est a principio Arietis usque in finem Geminorum in prin- 
cipium Cancri. (87’,1] Intellige, hance cadam predictam disposui, sicut vides in 
subiecta figura. Sit ergo a polus mundi, b vero sit principium Arietis, 
d autem sit finis Geminorum in equinoctiali vel principium Caneri, quod 
idem est. Linea ad sit quarta coluri distinguentis solstitia; linea bd sit 
quarta equinoctialis, que est a principio Arietis usque in principium Can- 
cri. Iste due linee terminantur in eodem puncto, scilicet in puncto d. 
Item linea be sit quarta zodiaci, que est a principio Arietis usque in finem 
Geminorum. Sit ergo nobis propositum invenire elevationem totius Arietis 
ad circulum directum, et ducatur colurus per illum gradum, cuius [87’, 2] volu- 
mus invenire elevationem, id est per ultimum gradum Arietis, et sit quarta 
illius coluri ac: dico, quod portio equinoctialis intercepta inter principium 


Arietis et istum colurum elevatur, quantum ad cireulum directum, cum 


illa portione zodiaci, que est similiter intercepta inter principium Arietis 
et illum colurum, id est, cum /f portione zodiaci oritur be portio equi- 
noctialis, et hane portionem equinoctialem, sciliced be, querimus. Hane 


autem portionem equinoctialem sic invenies. Intellige, tota declinatio solis 
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sit ed, residuum totius declinationis sit ae, declinatio gradus, cuius que- 
rimus ascensionem, sit f¢; residuum declinationis illius gradus sit af. 
Intellige ergo cadam sic. Proportio de ad ea est composita ex propor- 
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Principium Arietis 


Fig. 20. 


tione ef ad fa ducta in proportionem db ad be. Set que est proportio de 
ad ea, eadem est proportio [88,1] ¢f ad aliquid aliud. Illud ergo aliud invenias 
sic. Multiplica medium in medium, id est ea in fe, quod est residuum 
totius declinationis in declinationem gradus, cuius queris ascensionem, et 
productum divide per primum, id est per de, quod est tota declinatio, et 
exibit quidam, ad quod sic se habebit fe sicut de ad ea. Illud ergo sit 
p. Dico ergo, quod, que est proportio de ad ea eadem est cf ad p. Set 
proportio de ad e@ erat composita ex proportione cf ad fa et ex propor- 
tione db ad cb: ergo proportio cf ad p est composita ex eisdam, scilicet 
ex proportione cf ad fa et ex proportione db ad cb. Istud modo con- 
clusum serva bene in memoria, et intellige, quod inter fe et p cadat que- 
dam quantitas media, sciliced fa: ergo proportio cf ad p [8,2] est composita 
ex proportione ef ad fa ducta in proportionem fa ad p: dico ergo, quod 
proportio fa ad p est proportio db ad cb. Probatio. Proportio ef ad 
fa multiplicata in proportionem fa ad p constituit proportionem ef ad p; 
item illa eadem proportio, scilicet cf ad fa, multiplicata in proportionem 
db ad cb constituit illud idem, seilicet proportionem cf ad p. Hie autem 
unum et idem multiplicat duo, scilicet proportio cf ad fa proportionem 
fa ad p et proportionem db ad cb, et producit idem, scilicet proportionem 
cf ad p: ergo multiplicata sunt equalia. Ergo proportio fa ad p est 
eadem cum proportione db ad cb. Dicas igitur sic. Que est proportio 
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fa ad p, eadem est db ad ch. Set proportio fa ad p est nota, et db est 
notum, quia semidiameter, est enim finis quarte circuli: ergo reliquum 
notum. Multiplica itaque medium in medium id est p per db, hoc est, 
multiplica numerum, qui exivit, quando divisivisti per totam declinationem 
numerum provenientem [8s’, 1] ex ductu declinationis gradus in residuum totius 
declinationis, illum inquam, numerum multiplica per 150 minuta, que sunt 
minuta universitatis semidiametri secundum tabulas sinus, vel per 60 gra- 
dus, qui sunt gradus universitatis semidiametri secundum tabulas de corda 
et arcu, productum autem divide per primum, scilicet fa, id est per resi- 
duum declinationis gradus, cuius queris elevationem, et exibit quartum, 
scilicet be, hoc est sinus, qui respondet arcui intercepto inter principium 
Arietis in equinoctiali et colurum transeuntem per gradum, cuius eleva- 
tionem querebas. Huius ergo sinus quere arcum, et habebis, quod queris, 
scilicet portionem equinoctialem, que elevatur ad circulum directum cum 
gradu, cui numerasti. Elevatio enim cuiuslibet signi vel gradus est elevatio 
illius portionis equinoctialis, que elevatur cum eo. [88’,2] 

Ad cireculum directum disponatur cada, sicut vides im superiori figu- 
ratione, set ad circulum obliquum, sicut in subiecta vides figura. Sit enim 
a polus mundi, ) principium Arietis; ¢ est punctus orientis et locus ille 


equinoctialis, ubi ad ascensionem totius Arietis orizon obliquus intersecat 
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Princip Arielis 


Nota, quod, quantum ad demonstrationem cade, non sunt in suprascripta figura 

necessurie nisi quatuor linee, scilicet af et fe, eg et ad, et omnes alie subtrahantur 

per intellectum, quia sunt solum necessarie ad ymagine m, ut debite seiatur ordinari in 
sphera, 


Fig. 21. 


equinoctialem; d locus ille equinoctialis, ubi colurus transiens per prin- 
cipium Arietis intersecat equinoctialem; e¢ sit principium Caneri in equi- 
noctiali; / sit punctus equinoctialis distans per 90 gradus [89,1| ab oriente in 
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illa hora, quando totus Aries est perortus, id est, f est punctus equinoc- 
tialis in meridiano circulo sub terra in hora predicta; g sit punctus, ubi 
orizon intersecat meridianum ex parte septentrionis sive ex parte poli 
elevati super orizontem. Linea ergo ae est colurus transiens per principium 
Cancri; linea be est quarta equinoctialis ab Ariete in Canerum; linea cf 
est quarta equinoctialis ab oriente usque in punctum medie noctis; linea eg 
est orizon obliquus; linea da est colurus transiens per gradum zodiaci, 
cuius querimus ascensionem; linea bh est quarta zodiaci ab Ariete in Can- 
crum; arcus ab est arcus coluri transeuntis per Arietem; linea ag est 
latitudo regionis, scilicet elevatio poli supra orizontem; linea gf est resi- 
duum latitudinis regionis de 90 gradibus; linea bd est id, quod elevatur 
de equi[s9, 2|noctiali cum toto Ariete ad cireulum directum; linea be est id, 
quod elevatur de equinoctiali cum Ariete ad circulum obliquum, et istam 
lineam querimus; linea ed est differentia elevationis Arietis ad circulum 
directum et obliquum, et istam lineam inveniemus, per cuius remotionem 
ab elevatione Arietis ad circulum directum, que nota est per precedens, 
remanebit be. Intellige ergo lineam af et lineam cf. Iste due linee con- 
stituunt angulum in puncto f, et a termino «a linee af reflectitur linea ad 
super cf, et finaliter a termino ¢ linee cf reflectitur linea eg super af: 
ergo proportio fg ad ga fit ex proportione do ad oa ducta in propor- 
tionem fe ad de. Set que est proportio fy ad ga, eadem est do ad ali- 
quid aliud. Illud ergo aliud invenias, sicut invenisti superius, scilicet 
multiplica medium in medium et divide per primum, et exibit id quar- 
tum, id est js9’,1} multiplica ag, quod est latitudo regionis, in do, quod est 
declinatio gradus, cuius querimus elevationem, et divide per fy, quod est 
residuum latitudinis regionis, et exibit quiddam, ad quod sie se habet do, 
sicut se habet fy ad ga: illud serva, et dicatur p. Set nota, quod in 
canonibus in doctrina huius operationis latitudo ‘regionis sive sinus eius 
ponitur esse primum, residuum eius ponitur secundum, declinatio gradus 
tertium, residuum declinationis quartum, unde illud, quod est primum, 
scilicet residuum latitudinis in ordine proportionis, ponitur [39’, 2] ibi secundum, 
quia est secundum in ordine inventionis, et e converso, scilicet id, quod 
est secundum in ordine propositionis, scilicet latitudo regionis, ponitur 
esse primum, quia est primum in ordine inventionis. Latitudo enim in- 
venitur per se et eius residuum per eam. Unde non docet ibi multiplicare 
medium in medium et dividere per primum, set docet multiplicare primum 
in tertium et dividere per secundum, quia, quod erat primum in inventione 
est secundum in proportione et e converso. Dico ergo, quod, que est 
proportio fy ad ga, eadem est do ad p. Set proportio prima, scilicet fy 
ad ga, est producta ex proportione do ad oa ducta in proportionem /¢ 
ad de: ergo proportio do ad p erit producta similiter ex eisdem, scilicet 
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ex proportione do ad oa ducta in proportionem fe ad de. Istam conelu- 
sionem commenda memorie, et intellige, quod inter do et p cadit quedam | 90, 1| 
quantitas media, scilicet oa, ergo proportio do ad p erit composita ex 
proportione do ad oa ducta in proportionem oa ad p: dico ergo, quod, 
que est proportio oa ad p, eadem est fe ad de. Probatio. Proportio 
do ad oa multiplicata in proportionem oa ad p constituit proportionem 
do ad p. Item illa eadem proportio, scilicet do ad oa, multiplicata in 
proportionem fe ad de constituit illud idem, scilicet proportionem do ad p, 
ut probatum est primo. Hie autem unum et idem, scilicet proportio do 
ad oa, multiplicat diversa, scilicet proportionem oa ad p et proportionem 
fe ad de, et producit idem, scilicet proportionem do ad p: ergo multipli- 
cata sunt equalia, scilicet proportio oa ad p et proportio fe ad de. Que 
igitur est proportio oa ad p, eadem est fe ad de. Set proportio oa ad p 
est nota, quia utrumque eorum notum, et iterum fe est notum, quia semi- 
diameter, est enim /90,2] sinus quarte circuli sive 90 graduum; ergo reliquum, 
scilicet de, erit notum. Multiplica siquidem medium in medium, id est 
p in fe, quod est multiplicare numerum servatum, qui habitus fuit ex 
alia multiplicatione et divisione, per 150 minuta, que sunt minuta univer 
sitatis totius semidiametri secundum tabulas sinus, vel per 60 gradus, qui 
sunt gradus universitatis totius semidiametri secundum tabulas de corda 
et arcu, nam in tabulis sinus supponitur diameter esse 300 minutorum, 
et in tabulis de corda et arcu supponitur 120 graduum; productum autem 
divide per oa, id est per residuum declinationis gradus, cuius queris eleva- 
tionem, et exibit dc, id est differentia ascensionis gradus quesiti inter cir- 
culum directum et circulum obliquum illius regionis, cuius sumpsisti lati- 
tudinem. Huius autem quere arcum, quia hoc, quod invenisti est sinus, 
nam non [90’,1] operaberis cum arcubus, set cum sinibus. Quere ergo arcum 
huius sinus in tabula equationis sinus, si multiplicasti per 150 minuta, 
vel in tabulis de corda et arcu, si multiplicasti per 60 gradus, et per 
illum arcum habebis, quod queris. Nam, si de elevatione Arietis ad cir- 
culum directum minueris arcum illum, habebis, quod residuum fuerit, 
elevationem Arietis et Piscium ad eandem regionem, et si illud idem 
addideris super elevationem Arietis ad cireulum directum, habebis eleva- 
tiones suorum oppositorum ad eandem regionem, scilicet Virginis et Libre, 
et sic intellige de aliis signis. 

Si autem figuram huius cade, que fit ad circulum obliquum, volueris 
ordinare in spera, ordina orizontem obliquam ad eum situm, ad quem 


queris elevationes, et ultimum gradum illius arcus, cuius vis habere ele- 


vationem, pone in predicto orizonte ex parte orientis, | 90’, 2| et vide, ubi orizon 
ad illum situm abscindit equinoctialem, et portio equinoctialis, que erit 


inter illum locum ascensionis et primum gradum arcus, quem queris, erit 
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elevatio eius ad illum situm. Ab illo ergo puncto equinoctiali sume 
quartum eius versus orientem, et per illum punctum duceas colurum unum, 
et quarta huius coluri cum predicta quarta equinoctialis erunt due linee 
principales ipsius cade. Intellige iterum colurum unum transeuntem per 
gradum, cuius vis elevationem usque ad predictam quartam equinoctialis, 
et iste colurus est una de lineis reflexionis, reflexa a coluro super equi- 
noctialem; et a puncto equinoctiali existente in oriente, ubi scilicet orizon 
intersecat eum, intellige orizontem exeuntem, qui intersecat eodem modo 
quartam predicti coluri, et iste orizon erit secunda linea reflexionis, que 
a quarta equinoctialis reflectitur supra predictam quartam [91,1] coluri, et 
habes figuram cade completam, ut potes videre in figuratione superiori. 

Sit enim nobis exempli gratia propositum invenire ascensionem totius 
Arietis. Primo ordino orizontem ad aliquem situm, sicut cg, ad tantam 
latitudinem regionis, quanta est linea ag, et ultimum gradum _ totius 
Arietis pono in orizonte in puncto ¢ et ex parte orientis, et considero, 
ubi orizon existens in tali situ abscindit equinoctialem, et pono in puncto 
c, et portionem equinoctialis, que est inter punctum ¢ et primum gradum 
Arietis, scio esse eius elevationem ad preordinatum situm. Ab illo iterum 
puncto equinoctiali, scilicet a puncto ¢, sumo quartam eius versus orien- 
tem transeundo per Taurum, Geminos et Cancrum, et in fine huius quarte 
pono punctum /, et per hune punctum duco colurum unum, qui est meri- 
dianus regionis existentis in preordinato situ, et huius [92,2] coluri sumo 
quartam, que est a polo a usque ad predictum punctum / equinoctialis, et 
ista quarta coluri cum predicta quarta equinoctialis concurrunt in puncto 
f et faciunt duas lineas principales ad constitutionem cade. Ab extremi- 
tate iterum quarte huius coluri, scilicet a polo, duco alium colurum per 
finem Arietis, et ubi intersecat equinoctialem, pono punctum d, et quarta 
huius coluri, que est inter polum et punctum (, est una de lineis retlexionis 
in cada, que reflectitur ab extremitate quarta coluri super quartam equi- 
noctialis. Rursus ab extremitate quarte equinoctialis, id est a puncto ¢, 
intelligo exire orizontem, qui intersecat quartam predictam predicti coluri, 
et ubi intersecat eam, pono punctum g, et quarta huius orizontis, que est 
inter equinoctialem et punctum y, est altera linea reflexionis in cada. 
Ketlectitur enim ab {91’,1] extremitate quarte equinoctialis super quartam 
coluri. 

Attendere autem oportet, quod hee figura cade in elevationibus signo- 
rum ad circulum obliquum non potest fieri in signis directe orientibus, 
id est in illis, in quibus maior pars oritur de equinoctiali quam de 
zodiaco, quoniam ascensiones istorum signorum sunt tanto maiores in cir- 
culo obliquo ascensionibus eorundem in circulo directo, quanto ascensiones 


aliorum signorum oblique occidentium sunt minores. Unde in hiis signis 
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directe orientibus quarta coluri transeuntis per gradum Solis non cadet 
super quartam equinoctialem, que est a puncto orientis usque in nadayr 
medie diei, set extra, et ideo non erit ibi linea reflexionis. 

Signa autem directe orientia sunt 6 signa, que sunt a principio Cancri 
usque in finem Sagittarii, et ista habent maiores ascensiones in circulis 
obliquis quam in [91’,2] directis. Signa vero oblique orientia sunt reliqua 6, 
que sunt a principio Capricorni usque in finem Geminorum, et ista habent 
minores ascensiones in circulis obliquis quam in directis in tantum, quan- 
tum alia 6 habent maiores. Quelibet autem duo signa et quilibet duo 
aureus equidistantes ab alio quatuor punctorum, que sunt principium 
Cancri vel Capricorni, Arietis vel Libre, habent equales elevationes in 
cireulis directis. Et intellige, quod cireuli directi appellantur omnes cir- 
culi transeuntes per polos mundi, ut sunt omnes orizontes habitantium 
sub equinoctiali, et omnes meridiani quantumlibet regionum. Unde signa 
ad meridianos regionum habent easdem elevationes, quas habent sub equi- 
noctiali, et ideo astronomi diem suum incipiunt a meridie. 

In cireulis autem obliquis quelibet duo signa et quilibet {92,1} duo 
arcus equidistantes a duobus punctis, que sunt principium Arietis et Libre 
habent equales elevationes. Duo autem quelibet signa et duo quilibet 
arcus equidistantes a duobus reliquis punctis, que sunt principium Cancri 
et Capricorni, arcus vel signa, qui sunt ex parte Arietis, habent minores 
elevationes, quam qui ex parte Libre. Hii enim, qui sunt ex parte 
Arietis habent minores in circulis obliquis quam in rectis, et illi, qui 
sunt ex parte Libre, habent maiores in obliquis quam in rectis in tantum, 
quantum alii habent minores. Propter hoc ergo ad cireulum obliquum 
non est necessarium invenire elevationem nisi trium signorum solum, 
sicut Arietis, Tauri et Geminorum, quorum potest invenire demonstratio- 
nem per cadam. Inventis autem elevationibus horum trium habebuntur 
omnium aliorum cognitis elevationibus omnium ad circulum [92, 2} directum et 
per regulas precedentes hoc modo. Si nota est nobis elevatio Arietis ad cir- 
culum directum et obliquum, demam illam differentiam de elevatione eius 
ad circulum directum, quia minorem habet elevationem ad cireulum obli- 
quum quam ad directum, et quod residuum fuerit, erit elevatio duorum 
arcuum equidistantium a principio Arietis per secundam regulam, scilicet 
Arietis et Piscium. Iterum eandem differentiam addam super eam de 
elevatione Arietis ad circulum directum, et quod provenerit, erit elevatio 
alicuius arcus equalis Arieti tantum distantis a Cancro vel Capricorno, 
quantum distat Aries, et alicuius similiter tantum distantis ab eisdem, 
scilicet Cancro vel Capricorno, quantum distant Pisces, per tertiam regu- 


lam, id est Virginis et Libre. Et sic, si differentiam Arietis, que est eius 


inter {92’,1] circulum directum et obliquum, minueris de elevatione eius ad cir- 
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culum directum, remanebit elevatio eius et Piscium ad cireulum obliquum; 
et si eandem addideris, habebis elevationem Virginis et Libre ad eundem 
circulum obliquum. Et similiter si, quod est differentia Tauri in sua ele- 
vatione inter circulum directum et obliquum, minueris de elevatione ad 
circulum directum, remanebit eius elevatio et elevatio Aquarii ad circulum 
obliquum; et si addideris, habebis elevationem Scorpionis et Leonis. Et 
eodem modo, si differentiam Geminorum subtraxeris ab eius elevatione ad 
cireulum directum, habebis elevationem eius et Capricorni; et si addideris, 
habebis Cancri et Sagittarii, et propter hoc non docetur in canonibus 
invenire nisi elevationes trium signorum ad cireculum obliquum, quia per 
tria habebuntur omnium modo predicto. [92’, 2] 

Nota, quod gradus ascensionum vocantur gradus equinoctialis, qui 
elevantur cum aliquo signorum, et dicuntur gradus ascensionum eo, quod 
ascensiones signorum accipiuntur iuxta numerum illorum graduum. Gradus 
vero equalis vocantur gradus zodiaci, qui elevantur cum gradibus equi- 
noctialis. 

Nota, quod habitis partibus horarum dici, habentur noctis et e con- 
verso. Nam, si partes horarum diei minuimus de 30, remanent partes 
horarum noctis, et e converso. Minuuntur autem de 30, quia due hore 
opposite simul iuncte habent 30 gradus. Supposito ergo, quod una earum 
17 sit graduum, auferimus hoe de 30, qui erat numerus ambarum, et re- 
manent nobis 13 gradus, qui sunt partes hore sibi opposite. 

Similiter habita numero horarum equalium diei, habetur numerus 
horarum noctis et e converso. Nam cum dies et nox simul continent 24 
93,1] horas equales, supposito, quod dies sit 16 horarum, auferimus hoc 
de 24, et remanent hore noctis 8. 

Nota, quod habita notitia altitudinis Solis in media die et partium 
horarum eiusdem diei, id est 
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alind, et illud est, quod re- 
spondet de equinoctiali circulo tante altitudini. Multiplica itaque sinum medii 


in sum medii, id est sinum altitudinis presentis in sinum medietatis equi- 
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noctialis, qui est 150 minutorum, et divide per sinum primi, id est per sinum 
altitudinis medie diei, et exibit quoddam quartum, et illud est sinus portionis 
equinoctialis sic [93,2] se habentis ad altitudinem presentem, sicut medietas 
equinoctialis se habet ad altitudinem medie diei. Huius ergo sinus quere 
portionem circuli, et hane portionem divide per 15, et habebis horas 
equales; vel divide per partes horarum illius diei, et habebis horas in- 
equales. Hee ergo hore sive equales sive inequales sunt hore transacte 
de die, si fecisti ante meridiem, vel sunt hore future de die, si fecisti 
post meridiem. Quas si dempseris de numero horarum equalium totius 
diei, remanebunt hore equales preterite, et si removeris de 12, remanebit 
numerus horarum inequalium preteritarum. 

Nota, quod partes horarum vocantur gradus equinoctialis qui elevan- 
tur super orizonte |93’,1| im una hora inequali sive in duodecima parte diei. 

Nota, quod, si multiplicaveris horas inequales per 15, et diviseris, 
quod collectum fuerit, per 12, habebis partes horarum inequalium; et si 
partes horarum inequalium multiplicaveris per 12, et productum divi- 
seris per 15, habebis horas equales. 

Nota, quod habita notitia arcus diei ct altitudinis Solis in media die 
habetur notitia horarum equalium vel inequalium tam preteritarum quam 
futurarum de die per altitudinem Solis. Nam sicut se habet sinus alti- 
tudinis metlie diei ad sinum versum medietatis arcus diei, ita se habet 
sinus altitudinis Solis ad aliquid aliud. Multiplica itaque medium per 
medium, id est sinum altitudinis Solis in sinum versum medietatis arcus 
diei, et divide per primum, id est per sinum altitudinis medie diei, et 
exibit illud quar{93’, 2]tum, quod sic se habet ad altitudinem Solis suppositam 
sicut totus sinus versus arcus medie diei ad altitudinem Solis in meridie. 
Hunc sinum minue de sinu verso medietatis arcus diei, et residui quere 
portionem circuli versam, et illam portionem minue de 90, si fecisti ante 
meridiem, vel illi adde, si fecisti post meridiem, et quod post diminutionem 
vel augmentum provenerit erit portio equinoctialis illi altitudini respondens. 


a Verbi gratia intellige, quod arcus diei sit 


daf; medietas eius da; sinus versus 
huius medietatis ae; altitudo Solis in 
meridie ag; altitudo Solis ante meridiem 
br et sinus arcus be; et altitudo eius 
post meridiem sit hs et sinus arcus hg: 
dico ergo, quod, sicut se habet ag ad 
ae, ita se habet br ad aliquid [94,1] aliud, 
sicut ad b/, et eodem modohs ad hv. Arcus 
ergo versus huius sinus, qui est bt vel hr, respondet tante altitudini Solis, 
quanta est br vel hs. Hune sinum bt vel hv minue de toto sinu verso 
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medietatis arcus diei, id est, minue ipsum de ae, et remanebit ap. Huius 
quere portionem versam, et erit arcus ba, quem arcum, scilicet ba, minuas 
de medietate arcus diei, id est de arcu dcba, quia est ante meridiem, et 
remanebit arcus deb, qui respondet altitudini br. Vel si accepisses alti- 
tudinem fs, tune illum eundem arcum, scilicet ab, qui est equalis ah, 
adderes super arcum medie diei, id est super dcba, quia est post meri- 
diem, et haberes arcum dcbah, qui respondet eidem altitudini, scilicet ss, 
post meridiem. Et nota, quod in plano non est eadem proportio sinus 
altitudinis meridiei ad sinum versum medietatis arcus diei, que est sinus 
alterius |94, 2] altitudinis ad alterum sinum, id est non eadem proportio aq ad 
ae et br ad bt, et hoe est, quia in plano unus sinus est pars alterius, set 
in sphera omnino est eadem proportio. Ibi enim unus sinus non est pars 
alterius. Item nota, quod iste modus accipiendi horas per sinum differt 
a predicto modo, quia ibi accipiuntur per sinum rectum medietatis equi- 
noctialis, et hic per sinum versum medietatis arcus diei. 

Item nota, quod non potest accipi iste proportio per sinum rectum 
medietatis arcus diei, quia unus et idem sinus rectus est magni arcus et 
parvi, ut duorum signorum et quatuor, et 
similiter unius signi et quinque. Set non 
sic est de sinu verso, ut in subscripta vides 
figura. Nam arcus aq et arcus aqbedt ha- 
bent equales sinus rectos, scilicet qv et to; 
(o4’,1| item similiter areus aqb et arcus 
aqbed habent equales sinus rectos, scilicet 
bm et dp, set non est ita de sinu verso. 
Nam arcus aq habet sinum versum av, et 
areus at habet sinum versum ao; item 


arcus «@b habet sinum versum am, et arcus 





ad habet sinum versum «p, et similiter in- 
tellige ex alia parte cireuli. 


Ks folgen Blatt 94’, 1, Z. 14—95',2, Z. 13 Betrachtungen tiber die 12 Himmels- 
hiuser, welche ich iibergehe.) 


[95', 2 





Nota, quod cognito ascendente loco Solis et partibus horarum diei, 
cognoscitur, quot hore transierint. Nam, si dividantur ascensiones, que 
sunt a gradu ascendente usque in gradum Solis, per partes horarum diei 
illius, exibunt hore inequales de die transacte, et si dividantur per 15, 
exibunt equales. Idem potest fieri in nocte, per nadayr Solis scilicet 
dividere ascensiones, que sunt ab ascendente in nadayr, predicto modo. 

COGNITO ALTITUDINE SOLIS UMBRAM CUIUSLIBET REI IN EADEM 
HORA AGNOSCERE. [96,1] 


Quoniam, si altitudo minuatur de 90 gradibus, et queratur sinus 















































































































































370 Maxiinian Currze. 


altitudinis Solis et etiam residui, que est proportio sinus ipsius altitudinis 
ad sinum residui, eadem est mensura cuiuslibet rei ad aliquid aliud, et 
illud est umbra eiusdem rei in eadem hora. Verbi gratia intellige, quod 


J in subscripta figura ab sit altitudo solis, de 
? 

_ sit res, cuius voluimus umbram cognoscere. 
ory ‘ 

| est ac. Iterum eandem altitudinem minue 


\ \ de 90, et remanebit arcus ah. Huius arcus 


« 
Af 
| 

| 


\ 


Illius ergo altitudinis invenias sinum, qui 


invenias sinum, qui est ag; ag est equalis 

cd, quia sunt equidistantes et inter alias 

duas equidistantes. Intellige ergo triangu- 

lum acd, item alium def. Isti trianguli sunt 

equianguli, quia ¢ est rectus, et similiter e¢ 

a est rectus. Item [96,2] d est equalis a, quia 

= ge et ac sunt equidistantes, et super eos 

cadit af, ergo d angulus extrinsecus est equalis a angulo intrinseco. 

Item f angulus est equalis 0, quia bd et ef sunt equidistantes, et super 

eos cadit af, ergo o angulus extrinsecus est equalis f intrinseco: dico 

ergo, quod, que est proportio ac ad cd, eadem est de ad ef. Set ac est 

notum, quia sinus altitudinis, et cd similiter notum, quia sinus residui. 

Item de est notum, quia res, cuius umbram accipere voluimus: ergo reli- 

quum erit notum, scilicet ef, quod est umbra. Multiplica siquidem medium 

in medium, scilicet ed in de, id est sinum residui altitudinis in quanti- 

tatem rei, id est in 12, nam omnis res de mundo supponitur esse 12 

punctorum, et divide per primum, id est per sinum altitudinis, et exibit 
cf, quod est umbra de. 

Nota, quod mensura cuiuslibet rei est 12 punctorum. Nota, quod 
eadem est proportio umbre omnium rerum ad suas res. [96’,1] 

Cognita umbra cuiusvis rei altitudinem Solis per eam invenire. 

Hec propositio est conversa precedentis, et probat altitudinem Solis 
esse notam, si umbra fuerit nota. Sit enim umbra ef nota. Vide ad 
superiorem figuram. Scilicet de etiam est notum, quia 12 puncta, et e est 
angulus rectus, ergo df est notum. Multiplica enim ef, id est umbram, 
in se, et iterum 12 in se, et iunge producta, et habebis quadratum df, et 
ideo in canone docetur multiplicare umbram in se et producto adiungere 
144, quoniam hic numerus est quadratus de 12 proveniens. Ergo summe 
quere radicem quadratam, et radix illa erit linea df, et hoc est, quod 
appellatur podismus umbre. Intellige ergo duos predictos triangulos acd 
et def. Isti duo trianguli sunt equianguli, ad ostensum est in demon- 
stratione superioris propositionis: ergo latera eorum sunt proportionalia. 
Ergo que est proportio df ad fe, eadem [96,2] est ad ad dc. Set proportio 
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dj ad fe est nota, quia utrumque notum, nam omnia latera trianguli def 
sunt nota, ut monstratum est prius, et similiter ad latus alterius est 
notum, quia est semidiameter circuli, et omnis semidiameter est 150 minu 
torum; ergo reliquum latus, scilicet dc, erit notum. Multiplica enim 
medium in medium, id est ef in ad, id est umbram in semidiametrum 
cireuli, qui est 150, et divide per primum, scilicet per df, quod est podis- 
mus wnbre, et exibit quartum, scilicet cd. Huius ergo invenias circuli 
portionem, et erit eius portio ah, quoniam sinus areus ah est ag, et ag 
est equalis cd. Hane autem portionem minue de $0, id est de arcu bah 
et remanebit ba, qui erit altitudo Solis. 

Vel potes sumere proportionem a parte aliorum duorum laterum 
triangulorum, scilicet de et ac, ut dicas, sicut se habet df ad de, ita se 
habet ad (97,1) ad ac. Set df et de sunt nota, et ad similiter est notum, 
ergo reliquum notum, scilicet ac. Multiplica medium in medium, id est 
ad in de, id est semidiametrum, qui est 150 minutorum, in magnitudinem 
rei, que est 12 punctorum, et habebis 1800, et hoe productum divide per 
primum, id est per df, qui est podismus umbre, et exibit quartum, scili- 
eet ac, quod est sinus latitudinis solis. Sinus ergo est notus, ergo et 
arcus. Invenias igitur illius sinus portionem circuli, et hoc erit altitudo 
Solis, seilicet arcus ab. Et hoe est, quod in canone docetur dividere 1800 
per podismum umbre, quia 1800 est illud, quod fit ex ductu ad in de, 
id est semidiametri, qui est 150 minutorun, 
in magnitudinem rei, que est 12 puncta. 

Supra centrum circuli angulo designato si 
super idem centrum transeat alterius circuli cir- 
cumferentia, arcus, qui inter easdem lineas usque 
ad eius circumferentiam protractas includitur, 
[97,2] arcui alterius circuli, supra cuius cen- 
trum consistit angulus, proportionaliter duplus erit. 

Propositum est, quod, si sit circulus, ut 
abe, supra cuius centrum fiat angulus ut d, 
et super idem centrum transeat circulus, sicut 
dpg et circulus dbike, et linee, que constituwunt 
illum angulum, protrahuntur usque ad extre- 





mitates circumferentie circulorum predictorum, 


Vg] ve 
. 7 ‘ ; ~< : 
ut sunt linee gd et dh, quod arcus pq circuli AL 


parvi et arcus similiter gh circuli magni, uter- _— 

que eorum per se sumptus, duplus erit proportionaliter arcui ef, et dico 
duplus proportionaliter, id est, si py vel gh arcus sit quarta pars sui 
cireuli, quod ef octava pars sui, et portiones pq et gh erunt equales pro- 
portionaliter inter se, id est, [97’,1] quod, si una portio est quarta sui circuli, 
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et alia erit quarta sui, et sic intellige de aliis portionibus. Probatio 
propositi. Super portionem ef, supra quam est angulus supra centrum, 
facias angulum supra circumferentiam ductis lineis ea, fa, et angulum d, 
qui est in centro, divide per medium protracta linea d/: dico ergo, « est 
medietas ¢ totalis, quia d est supra centrum et @ in circumferentia: ergo 
«a est equalis d partiali. Ergo portiones, super quas consistunt, sunt simi- 
les, ergo pt et arcus ef sunt similes, et similiter gi. Ergo quota portio 
est unius arcus sui circuli, tota et alter, set arcus pg duplus est ad p/, 
ergo est proportionaliter duplus ad ef; et similiter arcus gh est duplus 
gk, ergo est proportionaliter duplus ad ¢/, et hoc est propositum. 

Idem intellige, si circuli crescant in infinitum, quorum circumferentia 
transeat per predictum centrum. [97’, 2} 
Der Rest sind astronomische Betrachtungen, welche ich nicht weiter abgeschrie- 


ben habe 


5. Aus ,,Leo de Balneolis Israhelita de sinibus, chordis et arcubus, 
item instrumento revelatore secretorum“. 

Im Jahrgang 1898 dieser Zeitschrift habe ich nur einen Teil dessen 
mitgeteilt, was Levi BEN GERSON iiber Trigonometrie in der oben an- 
gezogenen Schrift darlegt. Hier, wo es sich um Urkunden zur Geschichte 
der Trigonometrie handelt, glaube ich auch die goniometrischen Unter- 
suchungen des bedeutenden Mannes mit zum Abdrucke bringen zu miissen, 
und lasse sie deshalb hier folgen. Man vergleiche auch VON BRAUNMUHL, 
Vorlesungen 8. 103—106. 

Codex Vindobonensis Palatinus 5277, fol. 41¥ ff. 
|41°| Capitulum secundum. Dictio prima. 


Consueverunt astronomi omnem sphaeram vel orbem in 360 partes 


dividere, quas gradus appellant. Insuper quemlibet gradum in 60 parti- 


culas partiuntur, et has vocant minufa. Omne quoque minutum in 60 
secunda, et unumquodque secundum in 60 ¢ertia, tertium quodlibet in 60 
quarta et sie dividendo in infinitum procedendo produnt. 

Dividunt quoque zodiacum in partes 12, quas signa appellant. Quod- 
libet signum dividunt in partes 30, quas vocant gradus, de quibus dictum 
est supra, et hoc modo signa duodecim valent 360 gradus. 

Diameter etiam sphaerae im gradus 120 dividitur, quamquam_ isti 
gradus singuli singulis gradibus cireumferentiae non aequantur. 

Arcum vocant unam partem circumferentiae circuli. 

Chordam appellant lineam rectam, quae subtenditur arcui. 

Sinus vocatur medietas chordae arcus duplati, ita quod chordae me- 


dietas est sinus medietatis arcus, cui chorda subtenditur. 
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Sagittam quoque appellant lineam rectam a medio chordae ad medium 
arcus pertransiens, et haec sagitta medietatis arcus [42°] vocatur. 

Motum, qui motus epicicli a PTOLEMAEO vocatur, motum diversitatis 
vocamus, et locum, quem PTOLEMAEUS augem appellat, nos inaugem 
vocamus., 

Secunda dictio. 

Ex se satis notum est, quod chorda arcus cuiuslibet in periferia ali- 
cuius perfecta est etiam chorda residui. Item, quod sinus areus unius 
est sinus arcus residui in areu 180 graduum. 

Item docet EvCLIDES, quod sagitta cum sinu semper facit angulum 
rectum. Item si sagitta protraheretur usque ad circumferentiam, transiret 
per centrum. 

His positis volo nunc demonstrare sequentia. 

Prima conclusio. Omnis chorda cuiuslibet areus minoris semicircumferentia 
in potentia est aequalis resultanti ex ductu sagittae illius arcus in totam 
diametrum.') 

Sit enim abe semicircumferentia super diametrum ac, in qua semi- 
circumferentia ab sit arcus minor, cuius corda sit ab: dico, quod quadra- 
tum lineae ab est aequale resultanti ex ductu lineae ad in lineam ac. 
Ad cuius probationem protrahatur linea be recta. Dico, quod angulus 
abe et angulus adb sunt aequales, quia ambo recti, et angulus a est 
communis: igitur angulus ¢ in maiori triangulo _——— 
est aequalis angulo ) in minori. Quapropter Wm \ 
quae est proportio lineae ad subtensae angulo // | 
abd ad lineam ab subtensam angulo recto adh, // | 
talis est proportio lineae ab subtensae angulo @a+#—-~———-———__— 
ce ad lineam ae subtensam etiam angulo recto \ / 
abe, et ideo multiplicatio primi in quartum est — \ / 
aequalis multiplicationi secundi in tertium, et \ / 
ideo ab in se ipsum est.aequale ei, quod fit ee 
ex ductu ad in ae, quod volebam probare. nae 

Kx hoe patet, quod, si sagitta ad est nota, chorda ab est nota. Item, 
si chorda ab est nota, sagitta ad est nota. 

Primum patet, quia, si ducatur sagitta ad in totam diametrum ac, resul- 
tantis radix est chorda ab.*) Secundum patet, quia, si divitur {42°} quadra- 


tum chordae ab per diametrum ac, divisionis quotiens erit sagitta ad.*) 


1) D. i. ab? ad -ae oder erd ce? = sinvers « - d. 
2) ab = YVad-ac; erde« V d- sinvers e. 

abe. erd «? 
3) ad ; sinvers @ . 


ac d 









































































































































or 


4 Maxiwimran Crrrze. 


Item ex hoc patet, quod chorda alicuius areus vel sagitta nota, notus est 
sinus arcus illius. 

Nam ex scientia sagittae habetur scientia chordae, et ex scientia 
chordae habetur scientia sagittae, ut dictum est. Statim ex scitis sagitta 
et chorda sinus est scitus, quia chorda est in potentia ad duo quadrata 
sagittae et sinus, et hoe patet ex praecedenti figura et experientia sinuum, 
unde sequitur, quod quadratum chordae ab est aequale duobus quadratis, 
scilicet sinus bd et sagittae ad. Ideo si subtrahatur quadratum sagittae 
scitae ad de quadrato chordae ab scitae, radix residui erit sinus bd.') 

Aliter probatur, quia linea bd est medio loco proportionalis inter lineas 
ad et de, sieut demonstrat EucLipEs. Ex quo sequitur, quod multipli- 
catio lineae ad in lineam de est multiplicationi lineae bed in se ipsam 
aequalis, et quia multiplicatio lineae ad in lineam de est scita, quia ipsa 
est residuum diametri, sequitur, quod linea bd est scita, quia est radix 
multiplicationis lineae ad in lineam de, et hoe est, quod volebam probare.*) 

Et ex hoe etiam est notum, quod, si chorda alicuius areus est nota, 
chorda illius areus duplicati est nota, quia ex scientia chordae alicuius 
habetur scientia sinus alicuius, igitur sinus duplicatus est chorda arcus 
duplicati.*) 

Est etiam notum, quod nota sagitta est nota chorda residui arecus 
180 graduum, hoe est dicere: quia scitur linea ad, scitur linea de, quia, 
si subtrahatur linea ad, sagitta nota, ab ac diametro, remanet linea dc 
nota, sagitta arcus residui. Sed linea de sagitta nota, scitur chorda be 
per primum corollarium.*) 

[43"| Conclusio secunda. Sagitta cum sinu residui arcus 90 graduum 
simul sumpta semidiametro coaequantur.°) 

c Sit enim quarta pars circumferentiae abe super 
centrum e¢. Protrahatur linea ce, et sit linea ad 
sagitta arcus ah, et linea bf sit sinus residui arcus 90 
graduum, scilicet arcus bc. Protrahatur etiam linea bd: 
dico,quod linea ad sagitta simul cum linea //' sinu 


\ 
ae — 


residui arcus 90 graduum aequatur semidiametro ae. 


: 


Patet enim, quod angulus e est rectus, item, quod 


angulus d est rectus, et quod angulus / est rectus, 


et per consequens angulus / erit rectus, et per consequens linea bf lineae 


bd Vab* — ad*; sine Verd «* sinvers «*. 
Sin « } sinvers « (d sinvers «). 

cord 2« 2sine 

erd (180 ( Vdd sinvers ¢ 


sinversa -+ cose r 








yi 























erit 


sunt 


yum 
tur 






















erescent la 


line 


1 ade. 


Kx quo apparet, quod, si sagitta est nota, sinus residui arcus 90 gra- 
duum est notus, et si sinus est notus, sagitta residui 


nota. *) 


Tertia conclusio. 


Sit enim arcus abe arcus maior 90 gradibus, et be sit arcus super 
fluus super 90 gradus, et centrum sit punctus e, 


erunt aequalia, 


ed aequidistat et est ei aequalis. 


Sagitta arcus maioris 90 gradibus aequatur semi 
diametro et sinui arcus superflui 90 graduum simul sumptis.*) 


scilicet 
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linea ad 


et sagitta arcus maioris 90 gradibus sit linea aed, 
et sinus arcus be sit linea cf, et protrahatur linea 
cd, quae est sinus arcus abe, et etiam protrahatur 
linea bfe, et sic habemus lineas fe et ed aequi- 
distantes ut supra et aequales. 


Ex quo sequitur: 


linea ae simul sumpta cum linea fe et linea aed 


aequales, quod volebam probare. 
Quarta conclusio. Coynitis duobus sinibus duo- 


arcuum diversorum et sagittis eorum cognosci- 


chorda  dictorum 


eorundem.® ) 
Verbi gratia sint ab, be duo areus diversi, et sit areus ab maior 
eorum, et sinus arcus ab sit linea [43*| ae, et eius sagitta sit linea be, et 
sinus arcus be sit linea cf, et eius sagitta sit linea bf, et est notum, 
quod linea bf necessario cadit super lineam be, quia utraque linea venit 
a puncto > versus centrum circumferentiae. 


1) cose , 
2) sinvers (90 -- « 


3) erd (a - 


arcuum 


sinversa; sinversa == 


simul 


Et 


arcus bd aequalis arcui ba, et protrahatur linea ae 
recta usque ad punctum d, et est notum, quod 
dicta linea venit directe ad punctum d. 


chorda arcus abd est divisa in puncto e in duas 
partes aequales, et linea ae est sinus arcus ab, ideo / 


est notum, quod linea cd est aequalis lineae ae. ‘~ 


super lineam ad positam ad infinitum, quae sit 
linea cg, quae in prima figura intra circumferentiam cadit et in secunda 
figura extra. 


Etiam protrahatur de puncto ¢ linea perpendicularis 


Etiam protrahantur lineae ac, ed, quae linea ac est chorda 
duorum arcuum simul sumptorum praedictorum, scilicet ab, be; et linea 


”? — COSa,. 


r + sine. 


(sinvers 


sinvers f)* ++ (sin « 


Addita ergo utraque linea ad ex- 


sumptorum et 


Et quia 
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—oblod 





simul cum linea bf et 


areus 90 graduum 





chorda 


differentiae 


sit 





Fig. 30. 
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ed est chorda differentiae arcuum praedictorum, quia suppositum est, quod 
arcus bed est aequalis arcui ab. Dico, quod si ae et fe sinus duorun 
arcuum ab, be et be, bf sagittae eorum sunt notae, 


b : : 

fe ig linea ac chorda arcuum ab, be simul sumptorum 

f | \ erit nota. Etiam dico, quod, si ae et fe sinus 

/ \ : ; 

/ \ duorum areuum ab, be et be, bf sagittae eorum 

fh— - sunt notae, et linea cd recta chorda differentiae 

| . ; ie ; 

\ oak eorum erit nota. Probatur, quia linea ae in 
\ = d/ . . . 

“\ —e 7g potentia est aequalis quadrato duarum linearum 

\ | J . . . : . 

\ oA ae, fe simul iunctarum et quadrato lineae fe 

__L__—~” om . : . 

oso differentiae duarum sagittarum, quae quadrata sunt 


scita, quia lineae eorum sunt scitae, et chorda arcus 
ed in potentia | 44"| est aequalis quadrato differentiae duorum sinuum et quadrato 
differentiae duarum sagittarum eorum. Quod patet, quia anguli /, e, g sunt 
recti, et ideo sequitur, quod lineae ef, ey sunt parallelae et etiam lineae e/’, cg. 
Ideo sequitur, quod contrariae parellelae istarum sunt aequales, scilicet lineae 
ef, cg et lineae ef, eg. Et quia linea cg est perpendicularis super lineam 
ag cum ea causans angulum rectum, est notum, quod linea ae in potentia 
est aequalis quadratis duarum linearum cg, ga. Sed linea ga est aequalis 
lineis duorum sinuum «ae, fc, et linea cg est aequalis lineae ef, quae est 
differentia duarum sagittarum, ideo est notum, quod quadratum chordae 
duorum arcuum simul est aequale quadrato duorum sinuum in una linea 
coniunctorum et quadrato differentiae sagittarum eorum. Et eodem modo 
est notum, quod quadratum chordae differentiae duorum arcuum praedicto- 
rum, quae est linea ed recta, est aequale duobus quadratis duarum linearum, 
scilicet eg, g¢, quarum prima est aequalis differentiae duarum sagittarum, se- 
cunda est differentia duorum sinuum, et haeec sunt, quae volebam probare. 

(Juinta conclusio. Noto sinu, eius sagitta est nota. 

Quia sinus aut est arcus 90 graduum, tune sinus et sagitta ad in- 
vicem coaequantur, aut est arcus minoris 90 gradibus, aut est arcus maioris 
§0 gradibus. Quando est sinus arcus 90 graduum, tune sinus et sagitta 
ad invicem coaequantur, quia tam sinus, quam sagitta est semidiameter. 

gs Si est maior aut minor, dico, quod distantia 

— rk \ inter sinum et centrum est nota, et per con- 
sequens sagitta, quia amoto quadrato sinus 
a-quadrato semidiametri remanet quadratum 
distantiae, cuius radix amota a semi|44y|dia- 
metro restat sagitta arcus minoris 90 gradibus, 


vel eidem addita habetur sagitta arcus maioris 





90 gradibus. Sit semicireulus abe super centrum e, et linea /d_ sinus 


notus duorum arcuum, quorum unus sit maior 90 gradibus, alius vero 
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minor, et arcus maior sit a, minor vero sit be. Tune dico, quod cognito 
bd sinu cognoscitur et de distantia a centro, et per consequens dc 
sagitta arcus minoris et ad sagitta arcus maioris. Protrahatur linea be 
semidiameter, cuius quadratum valet quadrata linearum bd, de, quia 
angulus bde est rectus. Subtrahatur quadratum bd notum de quadrato be 
noto, remanet quadratum de notum, cuius radice adiuncta semidiametro 
habetur sagitta arcus maioris 90 gradibus et eadem radice subtracta a 
semidiametro remanet dc sagitta sinus arcus minoris 90 gradibus, scilicet 
be, et haee sunt, quae volebam probare. 

Seata conclusio. Si chorda dupli arcus est scita, chorda subdupli arcus 
etiam est scita. 

Quia scita chorda dupli arcus, scitur medietas dictae chordae, quae 
est sinus subdupli arcus. Quo sinu scito, scitur eius sagitta, qua scita, scitur 
eius subdupli arcus chorda, quod volebam probare. 


Tertia dictio. 


Cognitis sinibus et sagittis a quarta parte unius gradus arcus usque in 
45° gradu arcus ad consequentes minutias, sufficienter scimus residuos sinus 
et sagittas. 

Scitis enim sinu et sagitta quartae partis unius gradus arcus scimus 
sinum et sagittam 89 graduum et trium quartarum unius gradus, quia 
scita quantitate sinus unius quartae partis unius gradus arcus, scimus, 
quod residuum semidiametri dempta quantitate praedicta est sagitta resi- 
dui arcus 90 graduum. Hoc patet per secundam conclusionem dictionis 
praemissae. Item scitis sinu et sagitta quartae partis unius gradus arcus, 
scimus sinum et sagittam 179 graduum et trium quartarum unius gradus 
arcus. Patet, quia idem est sinus utriusque, ut in principio secundae 
dictionis est dictum. Et subtractione unius sagittae a toto diametro remanet 
sagitta alterius, ut patet ex fine primae dictionis. 

Item scitis simu et sagitta 89 graduum et trium quartarum scientur 
sinus et sagitta 90 graduum et quartae partis unius gradus, quod patet 
modis eisdem. Et hoc idem est notum de caeteris usque in 45 gradum 
continue procedendo. 

His praemissis tres sinus notos suppono, scilicet sinus 90 graduum 
arcus sua sagitta aequatur, quia tam sinus quam sagitta est semidiameter. 
Secundus est sinus arcus 30 graduum, qui est 30°*), nam demonstrat 


KucLipes, quod chorda arcus 60° est 60°; et eius sagitta est nota, quae 


wr reer 


est 8° 2° 18” 30° 48”, Tertius sinus est 18°, quia, ut docet Eucipes, 


1) Von hier ab werde ich die jetzt tiblichen Bezeichnungen benutzen, um Raum 
und Zeit zu sparen. 
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latus decagoni et quarta pars diametri simul sumpta in potentia valent 
quadratum semidiametri et quadratum quartae partis diametri simul iuncta. 


-~=—" 


Sed radix istorum duorum quadratorum est 71° 4° 55” 20’ 30°", quia 


dicta duo quadrata simul iuncta sunt 4500°. A qua radice subtrahatur 
quarta pars diametri, scilicet 30°, jas») remanet 31° 4/55” 20” 30°”, qui- 
1 [40°] | 
bus per aequa divisis remanet sinus arcus 18°, qui sinus est 15° 32° 27 
40 15" propinque. Ex his patet ex dictis: sagitta sinus istius est 2° 
D6" 11 47°" 58” propinque. 

His suppositis ex scientia sinus et sagittae arcus 90° scimus sinum 
et sagittam arcus 45°, et per istorum scientia scimus sinum et sagittam 
22" et dimidii, ac 11° et quartae partis unius. 

Item ex scientia sinus et sagitta 30° habemus notitiam sinus et 


0 ) 


sagittae 15°, 7° et dimidii et 3° et trium quartarum. 

Item ex notitia sinus et sagittae arcus 18°, scimus sinum et sagittam 
9°, 4° et dimidii, 2° et quartae, nec non et 36°. Et quia scimus sinus et 
sagittas arcuum 30” et 18°, scimus sinus et sagittas arcus 24°, qui est 
medietas duorum arcuum coniunctorum. 

Kt ex hoe etiam habemus scientiam sinuum et sagittarum arcuum 
12°, 6°, 3°, unius gradus et dimidii, et trium quartarum. Et secundum 
hunc modum omnes sinus et sagittas omnium arcuum de tribus quartis 
gradibus in tres quartas faciliter habere poterimus. 

Quia per scientiam sinuum et sagittarum arcus 8° et quartae et arcus 
unius gradus et dimidii scimus sinum et sagittam arcus 9° et trium quar 
tarum, et per hunc modum perfecte residuum sciemus. 

Possumus etiam faciliter habere scientiam sinus unius quartae partis 
gradus unius hac arte, secundum quam procedam. {46} Nam scito sinu 
arcus 8° et quarta partis unius gradus scitur sinus arcus 4° et octava, et 
sic continue procedendo scitur sinus quartae partis unius gradus et 128 
partis gradus alterius. Kt per viam eandem ex scientia sinus areus 4° 
dempta una quarta habebimus scientiam sinus quartae unius gradus dempta 
64" parte gradus eiusdem. Et secundum hunc modum inveni, quod pro- 


portio sinus arcus quartae partis unius gradus et 128° partis alterius ad 


sinum arcus quartae partis gradus unius dempta 64" parte gradus eiusdem 


est quasi proportio arcus primi ad arcum secundum in tantum, quod in 
quartis minutiarum vel fractionis proportionis diversitas non apparet, licet 
modicum appareret in quintis. Et sic secundum artem hanc magistraliter 
est conclusum, quod proportio sinus arcus quartae partis gradus unius et 
128° partis gradus alterius ad sinum arcus quartae partis unius gradus 
est quasi proportio arcus primi ad areum secundum. 

Propter quod ex sinibus inventis hoe modo, scilicet secundum pro- 


portionem arcus ad arcum, asserere quilibet potest, quod sinus arcus 
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quartae partis gradus unius est 15’ 42” 28” 32”” 27". Et ex hoe faciliter 
unusquisque dirigetur ad sciendum sinus graduum aliorum de quarta 
gradus in quartam gradus. Et ex notitia quoque sinus arcus quartae gra- 
dus et sinus arcus trium quartarum unius gradus et sagittarum eorum 
sciemus sinum arcus unius dimidii gradus 2°, 4°, 8°, 20° et 40° Et per 
istam viam sciemus faciliter sinus et sagittas omnium graduum a quarta 
gradus in quartam [46] usque ad complementum 45°, et per consequens 
sciemus Omnes sinus residuos et sagittas, ut dictum est supra. 

Causa autem, quia posui me ad inveniendum sinus et sagittas de quarta 
parte in quartam, fuit, quia inveni in tabulis, quae de gradu in gradum 
procedunt, defectum 15 minutorum vel circa in quibusdam circuli locis. 
Si enim quaeratur ex sinu notitia arcus scientia, et specialiter si arcus 
esset in modico maior aut minor 90°, invenietur praedictus defectus. Verbi 
gratia in tabulis meis sinus arcus 89° 30° est 59° 59°57”, et secundum 
proportionem tabularum procedentium de gradu in gradum, si arcus esset 
minor semicirculo, sinus praedictus esset sinus arcus 89° 45’ 21”, et si 
arcus esset maior 90°, praedictus sinus esset 90° 14° 33” et hoe secun- 
dum demonstrata superius est falsum circa 15’. Nam secundum hoe 
sagitta arcus 14’ 33” esset 8”. Sed ex praecedentibus plene scitur, quod, 
si sagitta esset 8”, quadratum sinus illius sagittae est 15’ 59” 58” 56””, 
quia ista est multiplicatio 8” in diametri complementum. Ex quo seque- 
retur, quod sinus arcus 14’ 33” esset 30’ 59” 0" et 53”, quod est falsum, 
quia iste sinus est 29’ et 35” propinque, et igitur notum, quod arcus 
sinus positi est maior aut minor 29’ 35” propinque. Ex quo sequeretur 
per viam aliam error in 15’, et ideo ordinavi tabulas de quarta gradus 
in quartam, quia in hoe non sequitur error notabilis in opere [47"] sinuum 
supradicto proportionabiliter operando. 


Quarta dictio. 


A proposito dimisi in tabulis sagittas et chordas, et posui solum 
sinus de quarta gradus in quartam, quia scito sinu scitur chorda alicuius 
arcus duplati, et ex ista poterit quis scire sagittas. Si enim arcus est 


minor 90°, quaeratur in tabulis sinus arcus residui 90°, qui sinus inventus 


subtrahatur a semidiametro, et quod de ea remanet, est sagitta, quae 
quaeritur. 


Et ex sagitta potest sciri arcus, quia, si sagitta est minor 60°, sub- 
trahatur de eis, et quaeratur in tabulis, cuius arcus residuum erit sinus, 
qui arcus inventus subtrahatur a 90°, et quod de eo remanet, est arcus 
sagittae, qui quaerebatur. 

Si vero arcus est maior 90°, quaeretur sinus differentiae, qui sinus 
inventus adiungatur semidiametro, et habetur sagitta. Et si ex sagitta 


25* 
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maiori 60° scire arcum volueris, quaeratur, cuius arcus est sinus differen 
tiae superflui ad 60°, qui arcus inventus adiungatur 90° et habebitur arcus 
sagittae, qui quaerebatur. Et illud est notum ex dictione secunda illius 
capituli. 

Quando igitur Sanctitas Vestra de arcu noto sinum sibi occurrentem 
scire voluerit, quaerat in tabulis arcum notum, et in eius directo sinum 
inveniet. Et si ille arcus non invenitur in tabulis, areus proximus sibi 
quaeratur, et differentia eorum notetur, et secundum proportionem diffe- 
rentiae arcus non inventi in tabulis [47| ad differentiam duorum proxi- 
morum sibi inventorum in eis accipiatur de differentia sinus, et simili 
modo invenietur arcus ex sinu. Sed quia in quibusdam locis ex ista 
proportione sumenda possit error contingere, ut facilius error vitetur, id 
circo illum arcum semper esse quaerendum, qui maiori sinu correspondet 
ex arcu unius residui a 90°, cognoscitur, ut dictum est supra. 

Tabulas autem istas in tres linearum ordines divisi. In primo ordine 


posui arcus de quarta gradus in quartam usque in complementum 90°. 


Der Schluls fehlt, ist aber leicht aus der a. a. O. S. 103 abgedruckten 
Probe seiner Sinustabelle zu ergiinzen. In der zweiten Ordnung stehen 
die Bogen von 360° um je 15° abnehmend, die sich also mit denen der 
ersten Kolonne zum vollen Kreise ergiinzen. Die dritte Kolonne endlich 
hat die zu den beiden vorhergehenden Bogen gehérigen Sinus. 

Das Weitere, die Berechnung der ebenen Dreiecke, ist a. a. O. 5. 103 

107 mitgeteilt. Uhrigens findet sich der Anfang der ,,Dictio quinta‘ 
nach der unter der folgenden Nummer mitgeteilten Abhandlung ,,de tribus 
notis* auch im Codex Gotting. philos. 30, ohne dafs dieses in dem ge 


druckten Kataloge angemerkt ist. 


6. Anonyme Abhandlung ,,De tribus notis“. 

Diese Nummer entnehme ich, wie die vorhergehende, dem Codex 
Vindobonensis Palatinus 5277. Meines Wissens befindet sie sich noch im 
Codex Basileensis F IT 33 des XIV. Jahrh. und, wie ich neuerlich konsta- 
tiert habe, in dem der zweiten Hiilfte des XVI. Jahrh. angehérenden Codex 
(rottingensis Philosoph. 30. Den Inhalt dieses Stiickes hat von Braun- 
MUHL in seinen Vorlesungen 5. 106—107 in Kiirze sehr gut gezeichnet. 
Wunderlich genug ist es aber, dafs nach dem Erscheinen der Libri V de 
triangulis KEGIOMONTANS man es noch fiir der Miihe wert gehalten hat, 


ein solches Stiick abzuschreiben. Letzterer Codex hat mir aber ermég- 


licht, einige schwer zu lesende Abkiirzungen des Codex Vindob. 5277 
des 


richtig zu deuten. Die Entstehuneszeit diirfte wohl mit dem Werke 
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LEVI BEN GERSON und der nachfolgenden Abhandlung des JOHANNES DE 
LINERUS ziemlich gleichzeitig sein, von welcher die erste in ihrem ersten 
Entwurfe aus 1321, die zweite aus 1322 stammt. 


De tribus notis. 





5277 fol. 151’—154. 

















Codex Vindobonensis Palatinus 
Cuiuslibet trianguli rectilinec quelibet tria ignota per quecumque tria nota 
reperire. 


In quolibet siquidem triangulo sex sunt, scilicet tres anguli et tria 
latera. Dico ergo, quod per notitiam quorumcumque trium istorum sex 
potest deveniri in notitiam trium reliquorum. Aut ergo supponetur notitia 
duorum laterum et unius anguli; aut supponetur notitia duorum angulo 
rum et unius lateris; aut supponetur notitia trium laterum; aut suppone 
tur notitia trium angulorum. 

Si autem supponatur primo modo, tune aut ille angulus est a duobus 
notis lateribus contentus, aut alteri eorum oppositus. Similiter bifurcatur 
secundus modus, eo quod latus notum vel potest cadere inter duos angulos 
notos vel alteri eorum opponi. Quilibet vero quattuor primorum modo- 
rum quinque modis variari potest; quintus vero quattuor modis; et sextus 
manet indivisus. Unde ex proposito theoremate, quasi ex quadam stipite, 
rami 25 procreantur, quorum omnium numerus, sufficientia et expositio 
in persecutione patebit. 

I. Sint primo trianguli abe duo latera ab et be nota, et an- 
gulus ) contentus inter ab et be etiam sit notus, et sit primo 
acutus: dico, quod reliqua tria dicti tri 







anguli erunt nota. Protrahatur igitur perpen- \ 
dicularis ad a puncto.a ad lineam be per duo / \ 
decimam primi Evuciipis. Et quoniam linea be est 

nota ex hypothesi et ¢b est nota, ut statim patebit. | \ 
Scitur, utrum perpendicularis ad cadat extra \ 
triangulum vel intra ipsum; scitur etiam quan- b 
tum cadit intra vel extra. . 


Fig. 33. 





1) Cadat ergo primo intra triangulum. 
Quia ergo triangulus adb est orthogonius, oportet per 30°” tertii vel per 








demonstrationem 5 quarti elementorum Eucuipis, quod linea ab sit dia- 
meter circuli circumscribentis ipsum. Kt quoniam duo anguli abd, adb 
sunt noti, abd quidem ex hypothesi, «db vero, quia rectus, erit per ulti- 
mam sexti KucLipis arcuum illos angulos suscipientium nota proportio. 
Et quia arcuum illorum alter est notus, scilicet areus linee ah, qui susci 
pit angulum adb, eo quod est semicircumferentia, oportet, quod reliquus 
arcus sit notus, scilicet arcus linee ad, qui suscipit angulum abd, quoniam, 
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si duorum proportionalium proportio est nota, et unum proportionalium 
est notum, oportet reliquum esse notum. Et quia arcus linee ba est 
notus, erit per tabulas arcuum et chordarum chorda ad nota per quanti- 
tatem, per quam ab est nota; ergo per penultimam primi Evuc.ipis linea 
db est nota per eandem quantitatem. Vel si vis, habito, quod duo arcus 
duarum chordarum ab et ad sint noti, potes inferre, quod arcus linee db 
sit notus; quia, si totum et altera eius pars sunt nota, oportet residuum 
esse notum. Et quia arcus linee db est notus, erit linea db nota per 
tabulas arcuum et chordarum. Ergo per regulam inmediate antecedentem 
linea etiam ed est nota, ergo per penultimam primi EUCLIDIS vel per 
tabulas arcuum et chordarum linea ac est nota, que est unum trium in- 
vestigandorum. Reliqua duo sic patent. Lineetur circulus circa triangu- 
lum adc, cuius diameter, ut iam patuit, erit dc, eo quod angulus adc est 
rectus; et quia linea ad est nota, erit per ultimam sexti EUCLIDIS et 
angulus c notus. Sed et angulus } ex ypothesi est etiam notus, ergo 
per 32°" primi Evcwipis tertius angulus, scilicet bac erit notus. Vel sic, 
quia tam linea ed, quam db sunt note, per eandem quantitatem, ut iam 
patuit, arcus quoque earum sunt noti, igitur per ultimam sexti Euc.ipis 
duo anguli, qui sunt ad a, sunt noti, quare et totus angulus bac est 
notus. Igitur tria prius ignota, scilicet latus ac et duo anguli ach, bac, 
facta sunt nota per alia tria nota. 

2) Si vero perpendicularis ad cadat extra triangulum, tune 
descripto cireulo circa triangulum <adb>, et postea arguendo ut prius, 
oportet lineam ad esse notam per quantitatem, qua linea ab est nota, 
nec non et linea /d oportet esse nota per eandem quantitatem: igitur 
linea de est nota per secundam regulam, nam totius [152] illius linee, scilicet 
bd, note altera eius pars, scilicet ch fuit nota 


a 


ex hypothesi. Cumque linea ad sit nota, oportet 
\\ per penultimam primi vel per tabulas arcuum 
et chordarum, quod linea ac sit nota. Angulus 
quoque dac Cnotus> per ultimam sexti, eo quod 
arcus, qui eum suscipit, est notus, cum sit arcus 
chorde note, scilicet dc. Et quia per 32°” primi 
EUCLIDIS angulus ach est equalis duobus angu- 
lis adc et cad notis, oportet ipsum esse notum. 





Cumque angulus } ex hypothesi sit notus, opor 
tet tertium, scilicet bac esse notum per 32°" primi Eucwipis. Vel sic. 
Quia tam linea dc quam db sunt note, oportet, quod uterque angulorum 
dac, dab sit notus: ergo per secundam regulam angulus bac est notus. 

3) Quod si perpendicularis protracta a puncto a cadat supra 
punctum c, descripto circulo circa propositum trigonum, cuius diameter 














Urkunden zur Geschichte der Trigonometrie im christlichen Mittelalter. 383 


fit linea ab, erit latus ae dupliciter procedendo ut supra notum per quan- 
titatem, qua linea ab est nota; et quoniam linea bc ex hypothesi est nota, 
oportet, quod angulus a sit g 
notus. Tres igitur dicti modi IN 


\ A 
| 


locum habent, quando angulus 
b notus fuerit acutus. 


4 


-s J 
4) Si autem angulush | J 
fuerit rectus, tuncduo latera | a 
ab et be trianguli abe sunt | 7 
7 e rN b ph _, 


nota ex hypothesi, et angulus ec a eas 
abe notus tum ex hypothesi 
et etiam, quia rectus. Igitur arguendo sicut in premissis per penultimam 
primi Evc.ipis vel per tabulas arcuum et chordarum linea ae erit nota; 
et per tabulas arcuum et chordarum et deinde per ultimam sexti uterque 
duorum angulorum a, ¢ erit notus. 

5) Siautem perpendicularis ad cadit extra triangulum pro- 
positum, id est ex parte dextra ipsius, ita scilicet, quod angulus / 
notus sit obtusus, tune descripto cireulo cirea tri- 
gonum abd et alio cirea trigonum ade, erit linea 
ac nota per quantitatem, qua linea ab est nota eo 
quod una linea, scilicet ad, est nota respectu 
utriusque earum. Linee quoque ed et bd erunt 


note per eandem quantitatem: ergo per tabulas J 
arcuum et chordarum et per ultimam sexti Ku- 

CLIDIS uterque duorum angulorum dac, bad est va 

notus, quare per secundam regulam angulus cab 








est notus, ergo tertius, scilicet ¢, est notus. Vel —" 
sic. Quia chorda ad est nota, ergo angulus ¢ 

est notus. Unde notitia utriusque anguli potest referri vel absolute vel 
unius per alterum; et quoniam linea db est nota, scimus angulum, cum 
perpendicularis ad cadat extra triangulum. 

Et nota, quod in omnibus predictis quinque modis potest trahi per- 
pendicularis a quovis angulorum ad quodvis laterum notorum. 

Il. Si autem angulus notus fuerit alteri duorum laterum 
notorum oppositus, scilicet quod duo latera ab, ac sint nota, et 
angulus bsit notus, sit ergo primo angulusbacutus. Et quoniam 
linearum utraque bc, bd est nota, ut statim patebit, scitur sicut prius, 
qualiter cadat perpendicularis ad, nec requiritur ad hoc, ut mihi videtur, 
scire, utrum ¢ sit acutus vel obtusus, ut dicit GEBER. 

6) Cadat igitur primo intra triangulum. Descripto igitur cir- 
culo circa trigonum abd, arguendo sicut in precedentibus, erit utraque 
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duarum linearum ad, db nota per quantitatem, qua linea est nota ab. 
Descripto quoque alio circulo circa trigonum acd, erit utraque duarum 
linearum ad, de nota per quantitatem, qua 
a linea ac est nota, igitur omnes linee, que 
sunt in predicto triangulo sunt note per 
eandem quantitatem, quare et omnes angulli 
sunt noti per tabulas arcuum et chordarum 
et per ultimam sexti KUCLIDIS arguendo ut 
in premissis. 
ph aie ome 7) Quod si perpendicularis, scilicet 


€ . . . 
ad cadat extra triangulum, tune descriptis 


Fig. 38 

circulis circa duos trigonos abd, acd oportebit, 
quod omnes linee, que sunt in triangulo, sunt noti, arguendo sicut in 
premissa; et per consequens oportebit, quod anguli quesiti sunt noti, 
arguendo de utroque absolute vel de uno per alium. 
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Fig. 39 f Fig. 41 


8) Si vero perpendicvlaris ducta ab a cadat supra punctum 
c, tune descripto cireulo circa trigonum abc, cuius diameter fit ab, de 
facili patet propositum per predicta. 

9) Si autem angulus / sit rectus, ita quod perpendicularis 
ducta ab a cadat supra punctum b, ut patet hic, descripto cireulo 
circa trigonum abe de facili habetur propositum. [152'] 
10) Si autem angulus 6b fuerit obtusus, ita quod perpendi- 

a Cularis ad cadat extra trigonum et ex 
7| parte dextra ipsius, tune descriptis duobus 


cireulis cirea duos trigonos abc, adc, si pre- 


/ 
4 / 
SY / 
YS / 


j 
/ 


/ 


missa intelligis, intelliges et istud. Et quoniam 
linea db est nota, sicut patet in deductione 
demonstrationis, scimus quanta perpendicularis 
cadat extra triangulum. Et nota quod in quinque 
modis precedentibus debet perpendicularis trahi 
super latus ignotum. 

Il]. Si autem duo anguli a, b trianguli abe sint noti, et 


unum laterum eius notum, reliqua erunt nota. Sit igitur primo 
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latus notum latus illud, quod est inter duos angulos notos, sei- 
licet latus ba. Et quoniam angulus > est notus, scitur iterum utrum 
perpendicularis ducta a puncto a cadat extra triangulum vel intra, et per 
notitiam linearum scitur, quanta cadat intra vel extra, sicut in premissis. 

11) Sit igitur primo angulus b acutus, et cadat perpendi 
cularis primo intra. Descriptis igitur duobus cireulis circa duos tri- 
gonos abd, acd scientur per ultimam sexti EucLipis, vel per penultimam 
primi, aut per tabulas arcuum et chordarum 


a 
sicut in precedentibus quantitates linearum ad /\ 
et db per quantitatem, qua linea ab est nota; / \ 
quare angulus dab, eo quod areus eum suscipiens 
est arcus chorde note, scilicet bd. Et quia totus Jf 
angulus a est notus, residuum, scilicet dac, est J 
notum per secundam regulam. Tune per eandem |, /_ b 


rationem erit utraque duarum linearum ad, de 
nota per quantitatem, qua linea ac est 120 par- 
tium. Cum igitur linea ad sit nota respectu omnium linearum predicti 
trianguli, oportet, quod omnia latera trianguli sunt nota per quantitatem 
qua linea ab est nota. De angulo patet. 

12) Si autem perpendicularis cadat extra triangulum, de- 
scriptis duobus circulis cirea duos trigonos abd, acd argue propositum 


per eadem, per que in premissa. 


a \ a 


\ \ 
| \ S ws L 
YON \ 
\ Se 
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c 
Fig. 44 








Fig. 45 Fig. 46. 








13) Si autem perpendicularis cadat supra punctunre, descripto 
circulo patet propositum. 

14) Quod si perpendicularis cadat 
supra punctum J, ita quod bd sit angu 


lus rectus, nullus incumbat labor circum- 









ducto cireulo, 
15) Si vero angulus b sit obtusus, 
ita quod perpendicularis cadat ex parte 


dextra trianguli, lineatis duobus circulis 





cirea duos trigonos abd, acd argue per illas, 


per quas arguisti in 11™ et 12". Et nota, quod in quinque modis pre- 
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dictis potest trahi perpendicularis a quovis angulorum notorum ad quod- 


laterum ignotorum. Argues autem de triangulo abd per angulum abd, 
qui est residuus duorum rectorum subtracto noto. In triangulo vero 
acd argues per notitiam anguli cad compositi ex duabus notis. 

IV. Si vero latus notum sit alteri duorum notorum angulo 
rum oppositum, ita quod duo noti anguli sint b, c, et latus 
notum sit ab, 

16) Tune sit primo angulus 6 acutus, et perpendicularis 
protracta ab a cadat primo intra triangulum. Scitur autem, ut 
iam patuit, ubi cadere debeat per notitiam angulorum et linearum ut in 

precedentibus. Circumductis igitur duobus cir- 
culis cirea duos trigonos abd, acd, linea ab 
et angulus b sunt nota ex hypothesi, erunt 
ergo per ultimam sexti Euciipis, vel per 
penultimam primi, vel per tabulas areuum et 
chordarum due linee ad, db note per quan- 
titatem, qua linea ab est nota. Per eandem 
quoque rationem erunt ex alia parte due 
linee ac et de note respectu linee ad, ergo et respectu linee ab 
note. De angulo vero patet. 

17) Quod si perpendicularis cadat extra ex parte sinistra 
trianguli, deseriptis duobus circulis circa duos trigonos abd, acd erunt 
sicut prius tam linea ad quam linea db note, quare angulus dab est notus, 
igitur et angulus dac per secundam regulam. Quare et due linee ad et de 
per quantitatem, qua linea ac est 120 partium. Et quia ad fuit iam 
nota per quantitatem, qua linea ab est nota, patet, quod dicitur. 


IN 


j ean 
Fig. 50. Fig. 51. 
18) Si vero perpendicularis cadat supra punctum ¢, circum- 
dueto circulo patet propositum. 
19) Si autem angulus » sit rectus, ita quod perpendicularis 
cadat supra punctum 6, cirecumducto circulo patet propositum. [153] 
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20) Quod si angulus / fuerit obtusus, ita quod perpendicu- 

laris cadat ex parte dextra trianguli, tune circumductis duobus cir- 
culis cirea duos trigonos abd, acd, erunt due 
linee ad, db, note per quantitatem, qua linea ab 
est nota, eo quod angulus abd est notus, cum 
sit residuum duorum rectorum subtracto noto. 
De triangulo vero acd arguas per notitiam 
anguli dac compositi ex duobus notis sicut in 
15". Et nota, quod in quinque modis imme- 
diate precedentibus potest trahi perpendicu 
laris a quovis angulorum notorum ad quodlibet 
laterum ignotorum. 

V. Si vero tria latera trianguli abe sint nota, et requiritur 
notitia trium angulorum eius, tune perpendicularis ab angulo a 
ad lineam be ducatur, 


21) Que primo cadat intra triangulum dividatque lineam bc 
per medium, quod tune fiet, quando due linee ab, ac fuerint equales; 


quoniam, si ita fuerit, tune duo anguli b, ¢ erunt equales per quintam 
primi. Perpendicularis quoque ducta a puncto a 

cadit intra triangulum per 16°" et 17 eiusdem. 

Si enim cadat extra, sequeretur, quod uterque 

duorum angulorum /} et ¢ esset maior recto per 

168", quod est ineconveniens per L7*™.—_ Dividet 

quoque dicta perpendicularis lineam cb in duo 

media per 26" primi eiusdem. Et quia tota 

linea be ex hypothesi fuerit nota, tune utraque 

duarum medietatum eius, scilicet bd, dc, est nota. 

Facto itaque circulo circa trigonum abd erit per 

penultimam primi et per tabulas arcuum et chordarum linea ad nota, 
quare per ultimam sexti angulus 6 est notus, quare et angulus © sibi 
equalis, igitur totus angulus a. Vel si vis, proba aliter, faciendo alium 
circulum circa trigonum ade. 

22) Si vero perpendicularis ad dividat lineam cb in duas 
partes inequales, ita quod linea db sit maior linea dc, quod tune 
fiet, cum linea ab erit maior linea ac, quod patet, si resecetur portio una 
ex db ex parte d, que sit equalis dc, ad cuius terminum protrahatur linea 
ex puncto a. Vel potest hoc patere per penultimam primi bis assumptam 
et per hance conceptionem: Si ab inequalibus idem dividas, que remanent 
erunt inequalia, tune oportebit per predictam propositionem bis assumptam, 
quod excessus quadrati a) super quadratum ac sit equale excessui qua- 
drati db super quadratum dc. Sit autem de equalis de per tertiam primi 
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Evuciipis; patet autem apertissime per sextam secundi EucLipis, quod 
quadratum linee db excedit quadratum de, et per consequens quadratum 
linee dc, quod est sibi equale, scilicet quadrato predicto de, in eo, quod 
fit ex ductu linee be in lineam be. Vel aliter patet per 4°" secundi 
Kuciipis, quod quadratum db valet quadratum de et eb et illud, quod 
fit ex de in eb bis. Ex prima vero eiusdem patet, quod quadratum cb et 
illud, quot fit ex de in ec} bis simul sumpta sunt equalia ei, quod fit ex 
ductu totius linee bc in lineam be: ergo quadratum linee db excedit qua- 
dratum linee de, quare et quadratum linee 


a 
AN de ei equalis, in eo, quod fit ex be in be. 
i; \\ 


\ Hoe idem potest haberi brevius per sextam 


/ 


secundi KucLipis, ut prius patuit. Et quia 

excessus quadrati ab super quadratum ac 

est notus, eo quod utraque illarum duarum 

linearum, scilicet ab et ac, est nota ex 

hypothesi, oportet, quod excessus quadrati 

db supra quadratum dec sit etiam notus, 
eo quod duo dicti excessus probantur esse equales. Quare illud, quod 
ex be in be est notum, quia est equale unicuique duorum predictorum 
excessuum, ut iam patuit. Et quia linea be est nota ex hypothesi, 
tune si dividatur predicta superticies nota per bc notam, exibit be ignota, 
quoniam, si productum dividatur per alterum multiplicantium, — exibit 
reliquum. Igitur per secundam regulam linea ce est nota, quare et 
utraque medietatum eius, erit nota, scilicet cd et de. Habito vero quod 
medietas [153’] linee ce sit nota, habetur per penultimam primi, quod 
linea ad sit nota secundum GEBER. Idem habetur per tabulas arcuum et 
chordarum; et habito, quod linea ad sit nota per quantitatem duarum 
linearum @b et ac, habebitur per penultimam primi vel per tabulas arcuum 
et chordarum, quod linea db sit nota. Ex quibus infert GEBER, quod 
arcus ad sit notus, et videtur in hac conclusione esse non causa ut causa. 
Notitia enim linee db nihil facit in proposito casu ad notitiam arcus linee 
ad, et possumus dicere, quod non intenditur inferre notitiam arcus linee 
ad per notitiam linee db, sed per notitiam ipsarum linearum ab et ad 
descripte prius circulo circa trigonum abd. Notitiam vero linee db in 
tulit ex habundantia, et quia arcus linee ad est notus, oportet per ulti 
mam sexti, quod angulus } sit notus, quare et angulus ¢ est notus. Et 
potest confirmari hec conclusio per primam supra positam de triangulis. 
Posset tamen notitia anguli ¢ habere absolute sicut et notitia anguli 4, 
et poterat GEBER negotiari per alterutrum duorum angulorum b, ¢ habita 
notitia linee ad, nec oportebat inferre notitiam linee db, cum nihil facit 
ad propositum, ut iam dixi. Sed copia eligibilium facit quandoque homi- 











Urkunden zur Geschichte der Trigonometrie im christlichen Mittelalter. 389 


. 





nem respitare. Et scias, quod, ubi hie habetur ¢ in figuratione, in GEBER 
habetur gy, et supponitur ibi linea ag esse maior linea ab, et linea gd ponitur esse 
maior linea db, e converso scilicet e7, quod fit hie. Sie patet, quod ad 
demonstrationis subiectam sufficit habere notitiam medietatis linee ce, et 
per eam et notitiam linee ac inferre notitiam linee ad, ut dictum est. 
23) 5i vero perpendicularis cadat ex alterutra partium tri- 
anguli, ita seilicet, quod alteruter angulorum b, ¢ sit obtusus, 
quod quidem scitur per notitiam linearum ch et bd, quarum una, scilicet 
linea cb, est nota ex hypothesi, altera vero habetur per divisionem medie- 
tatis eius quod fit ex linea cb in lineam db per lineam cb, quod sie patet. 
Certum est per penultimam primi, quod excessus quadrati cd super qua- 
dratum bd est equalis excessui quadrati ac super quadratum ab. Sed 
excessus quadratorum ac et ab est notus, ergo etiam excessus quadratorum 
ed et bd est notus. Igitur per 4" secundi 
illud, quod fit ex ductu ch in se semel et in 
bd bis, est notum, quia equale noto. Sed 
quadratum cb est notum, ergo illud, quod 
fit ex cb in bd bis, etiam est notum, quare 
et eius medietas, scilicet id, quod fit ex cb in 
bdsemel. Dividatur igitur cb nota in id, quod 
fit ex cb in bd notum, et exibit bd sicut in 
precedenti demonstratione. Unde non debet 


dividi totus excessus quadrati cd super quadra- 





tum bd per latus quadratic, sicut videtur dicere 
(EBER, sed debet dividi per lineam cb sola medietas excessus, subtracto inde 
prius quadrato linee cb, sicut fecimus, et tunc exit de divisione linea bd, ut 
iam patuit. Kt dicendum est, quod utroque modo fieri potest. Sed modus 
GEBER brevior est et planior precedente demonstratione. Levius, quod, 
quia subtracto cb ex eo, quod exit per divisionem, relinquitur bd, et hoe 
facere est leve. Igitur per penultimam primi vel per tabulas arcuum et 
chordarum linea cd est nota per quantitatem, qua due lee ab, ae sunt 
note, quare per ultimam sexti coadiuvantibus tamen tabulis arcus et 
chorde abd et acd est notus. Quod patet deseriptis circulis duobus super 
duos trigonos abd, acd; et quia angulus abd est notus, oportet per 13™™ 
primi Eucnipis, quod angulus abc sit notus, igitur per primam de tri- 
angulis vel per 32° primi Euciipis angulus bac est notus, et sic patet 
intentum. Et nota, quod per immediate precedentes invenitur, utrum per- 
pendicularis cadat intra vel extra, et quanta intra vel extra. Sed suppo 
sito in premissa, quod perpendicularis cadat intra invenitur de facili per 
13™" secundi EucLipis quantum cadat intra. Nam [154] quia per prece- 
dentem 13" quadratum linee a) minus est quam duo quadrata ac et cb, 
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quantum est, quod fit ex cb in bd bis, oportet, quod ductis cb in bd bis 
sit notus. Dividatur itaque medietas eius per lineam ch et exibit linea 
bd. Similiter quoque supposito in hac 23*, quod perpendicularis cadat 
extra, reperitur quadratum ac maius duobus quadratis ah et be, quantum 
est, quod fit ex cb in bd bis. Et quia hoc est notum, dividatur medietas 
eius per lineam cb notam, et exibit linea bd. Sed utrum cadat intra vel 
extra, habetur statim quantum, et ideo primi modi prevalent. 

24) Si vero perpendicularis cadat super alterutrum puncto- 
rum b,c, ut verbi gratia super}, quod quidem scietur per penultimam 
primi, tunc patet propositum copiose. Et nota, quod in quattuor modis 


/ 


perpendicularis a quovis 


in predictis duci potest 


A 


angulorum ad quodvis 


| 

| 

| \ laterum. 

| J \ VI. Si autem tres 
| fo anguli a, b, ¢ fuerint 
| 


J noti, 


/ 25) tune per ulti- 
Lb ca——————_ Ns 


Fig. 57. 


mam sexti et per tabulas 
arcuum et chordarum ha- 
betur proportio omnium laterum inter se et ad diametrum circuli continentis 
triangulum. Hoe autem videtur, quod non sufficit ad habendam notitiam 
laterum, et ideo videtur hee combinatio mutila. Sed non est ita, quia 
non requiritur notitia quantitatis continentie in lateribus sed discrete, in 


angulis vero utriusque. 


7. Die ,Canones Tabularum primi mobilis“’ des Iohannes de Lineriis. 


Die zwei folgenden Stiicke gehéren insofern zusammen, als der 
Verfasser der zweiten Nummer, JOHANNES DE Muris, die Canones des 
JOHANNES DE LINERS mehr als nur benutzt hat. Doch muls zugestan- 
den werden, dafs JOHANNES DE MURIS eine gewisse Selbstiindigkeit in 
seiner Darstellungsweise zeigt. Die Arbeit JOHANNES’ DE LINERIIS 
findet sich in sehr vielen Exemplaren. Das ilteste erhaltene, das fast 
als Urschrift betrachtet werden kann, besitzt die Amploniana zu 
Erfurt unter der Nummer Fol. 377, Blatt 22—35. Hier heifst niimlich 
die Schlulsschrift: Eapliciunt Canones tabularum astronomiae ordinati per 
Magistrum Iouannem Pycuarvvm ve Lyverus et completi Parisius anno ab 
Incarnacione Christi filii Dei 1322, scriptae Parisius per manum Ionayyis 


bE Daxrcowr a. D. M°CCO?X XIII’ in die cathedra Petri. Deo gr. Dieses 
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Exemplar war mir nicht zugiinglich. Ich entnehme deshalb den Text 
dem Codex Basileensis F. II. 7, Blatt 38 u. ff. des XV. Jahrhunderts. 

Dalfs JOHANNES in seiner Darstellung der Berechnung der Sinus, wie 
der Anonymus von Nr. 4, von AL-ZARKALI abhingig ist, folgt schon aus 
der Benutzung des Durchmesserwertes zu 300 Minuten. In der That hat 
er seinen Canones unbedenklich und ohne Andeutung ihres Ursprunges die 
Berechnungsweise der Sinusfunktion aus Nr. 2 wortlich einverleibt. Merk- 
wiirdig genug ist aber seine Sinus¢abelle fiir den Durchmesser 120 berechnet. 
Diese ist fiir halbe Grade aufgestellt, nicht wie die des LEVI BEN GERSON von 
15 zu 15 Minuten. Dem Wunsche von BRAUNMUHLS, a. a. O. S. 107, Ge- 
naueres tiber den Inhalt der Arbeit pe LINERUS zu erfahren, soll im 
Folgenden gewillfahrtet werden. Unser Verfasser hat aber auch eine 
Tabula umbrae semem Werke angefiigt, und lehrt, wie man mit derselben 
Sonnenhéhen finden kann. Sie ist fiir den Durchmesser 12 und fiir die 
einzelnen Grade des Quadranten gegeben. Die Sinustafel teile ich nur 
auszugsweise mit, lasse dagegen die Schattentafel und eine Tabula pro- 
portionis, welche die Interpolation vereinfachen soll, folgen. In bei weitem 
ausgedehnterer Gestalt hat eine solche Proportionstafel noch am Ende des 
XVI. Jahrhunderts CuristopH ROTHMANN aus Bernburg. 

Mit Interesse wird man wohl auch die Darlegung der altrémischen 
Auffindung der Mittagslinie durch den Verfasser und die Beschreibung 
der beiden andern Instrumente verfolgen. 


Ex codice Basileensi F. II. 7. 


[38"| Incipiunt Canones Tabularum primi mobilis magistri Iohannis de Lineriis. 


Cuiuslibet arcus propositi sinum rectum invenire. 

Sinus rectus est medietas corde portionis arcus duplicati. 

Sinus versus est pars dyametri inter arcum et predictam cordam con- 
tenta transiens per medium ipsius corde et eam orthogonaliter secans. 

Arcus igitur, cuius sinum queris, aut erit maior 180 gradibus aut 
minor. Si vero fuerit maior, subtrahe inde 180 gradus et cum residuo 
operare; si vero fuerit minor, operare cum eo.’) Quere igitur arcum illum 
in tabula cordarum medietarum, que augmentantur per dimidium et dimi- 
dium gradum, si eum potes precise invenire, et sinum rectum in directum 
ipsius inventum accipe, quia est sinus rectus propositi arcus. 

Si vero arcum propositum non possis precise invenire, quod con- 
tingit, quando in arcu proposito fuerint gradus et minuta, et illa minuta 


1) Winkel oder Bogen > 180° wurden nicht benutzt; wie man bei gréfseren 
Bogen sich half, wird spiiter gezeigt. 
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fuerint plura 30 aut pauciora, tune intra tabulam supradictam cum numero 
minori, propinquiori tamen, et accipe sinum, quem invenies in directo 
eius, et eum serva. Deinde intra cum maiori, propinquiori tamen, et sinum 
in ipsius directo inventum sub alio scribe. Postea scias differentiam, que 
est inter primum sinum et secundum, subtrahendo minorem a maiori. De 
qua differentia accipe partem proportionalem secundum proportionem 
minutorem in areu proposito contentorum infra 30 ad 30, aut minutorum 
in arcu proposito contentorum ultra 30 ad 30 per undecimam primi huius’) 
vel nonam secundi huius, quam partem proportionalem addas equacioni 
sinus prius accepte, si fuerit minor secunda, vel ab ea subtrahe, si fuerit 
maior, et habebis equacionem sinus arcus propositi. 

Et scias, quod 30 est primus numerus, et minuta contenta in arcu 
proposito infra 30 vel ultra est secundus, et differentia duorum introituum 
est tercius. 

2. Sinus recti propositi arcum invenire. 

Sinum propositum quere in tabulis predictis, si precise potes eum 
invenire, et quod in prima linea duarum linearum numeri fuerit, accipe, 
quia est arcus propositi sinus. 

Si vero precise propositum sinum non inveneris, accipe minorem, 
propinquiorem tamen, et arcum in directo exeuntem serva. Quem sinum 
subtrahe a proposito sinu et residuum serva, quia est differentia inter 
sinum minorem in tabula repertum et sinum propositum, et est secundus 
numerus. Deinde accipe differentiam, que est inter sinum minorem pro- 
pinquiorem acceptum in tabula et maiorem, propinquiorem tamen exeun- 
tem in tabula, subtrahendo minorem a maiori, et est primus numerus, et 
30 minuta, per que tabula augmentatur, est tercius numerus. <Accipe igi- 
tur partem de 30 minutis secundum proportionem secundi numeri ad 
primum, multiplicando scilicet secundum per tercium, et, quod provenit, 
dividendo per primum. Et quod proveniet, arcui, quem servasti, super 
adde et habebis propositum. 

3. Arcus propositi sinum versum invenire. 








1) Dort heifst es: ,Si vero precise non inveniatur, intra cum minori numero, 
,propinquiori tamen, et accipe declinationem, quam in eius directo inveneris, et serva. 
,Deinde intra cum maiori, propinquiori tamen, et accipe similiter declinationem in 
directo eius inventum, et eam sub prima scribe. Deinde scias differentiam, que erit 
,tertius numerus subtrahendo minorem declinationem a maiori, cuius differentie accipe 
,partem proportionalem secundum proportionem minutorum cum gradibus perfectis in 
arcu proposito contentorum, quae sunt secundus numerus, ad 60, qui est primus 
,numerus, Quam partem proportionalem adde super declinationem primam, si fuerit 
minor secunda, vel ab ea minue, si fuerit maior, et proveniet tibi declinatio pro- 


,positi areus*. Das soll also mutatis mutandis auch hier in Anwendung kommen. 





















Urkunden zur Geschichte der Trigonometrie im christlichen Mittelalter. 


393 


Si numerus graduum arcus propositi fuerit minor 90, illum de 90 
minue, et residui sinum rectum scias per primam huius, quam de 60, qui 
est totus sinus rectus, minue. Quod autem remanserit, erit sinus versus 
arcus propositi sive corda versa.') 

Si vero areus propositus plus 90 fuerit, illud, in quo superat 90, 
accipe, et ipsius scias sinum rectum per primam huius, quem adde super 
60, quod est dimidium dyametri, et quod provenerit, est propositi arcus 
sinus versus. *) 

4. Sinus versi propositi arcum invenire. 

Si sinus versus minor 60 fuerit, eum de 60 minue, et residui scias 
arcum per secundam huius, quem de 90 minue, et residuum erit, quod 
queris. 

Si vero sinus versus fuerit plus 60 minue ex eo 60, et residui scias 
arcum per secundam huius, quam addas cum 90 gradibus, et quod pro- 
veniet, est arcus propositi sinus. 

jasy| 5. Cuiuslibet arcus propositi cordam perfectam per ta- 
bulas cordarum mediatarum invenire. 

Arcum propositum media, ipsiusque medietatis scias sinum rectum 
per primam huius, quam duplica, et duplicatum est arcus propositi corda 
perfecta.”) 

6. Cuiuslibet corde perfecte proposite arcum invenire. 

Cordam propositam media, dimidii quoque arcum scias per secundam 
huius, et arcum, qui proveniet, duplicabis, et duplicatum est arcus illius 
corde perfecte. 

7. Instrumentum ad lineam meridianam, quod alio nomine 
cenith meridianum dicitur, construere, et modum inveniendi 
ipsam subiungere. 

Preparetur lamina lapidea aut enea seu cuiuscumque materie, que 
non transmutetur de facili a calore solis et humiditate aeris, planeturque 
una superticies eius optime, ita quod sit superficies plana, quanto melius 
poterit, quod cum regula recta scire poteris. In cuius medio -centro ali- 
quo pede circini posito describatur circulus maior, quem competenter reci- 
pere possit. Et sit circulus ille defy, cuius centrum e. In e rectissime 
erigatur baculus seu stilus eneus vel ferreus rectus, cuius caput sit acu- 
tum, ut immobiliter ibi permaneat. Et sit longitudo partis erecte super 
superficiem quarta pars diametri circuli iam descripti, quia est habilior. 
Et orthogonaliter erigatur super superficiem predictam, ut non inclinetur 


1) D. h.: sinvers « = 1 — cos «. 
2) D. h.: sinvers (30° + a) = 1 + sin a. 
3) Corda 2a = 2 sina. 


Bibliotheca Mathematica. IL 


Folge. IL 26 
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ad aliquam partem. Quod scire poteris cum circino, posito quod pes unus 
ponatur in circumferentia circuli, et alter extendatur usque ad caput supe- 
rius predicti stili, ita quod, quando posito pede circini in quatuor parti- 
bus distantibus per quartam partem circuli altero pede extenso usque ad 
cacumen stili, quando eadem extensio precise veniet ad cacumen stili, tune 
erit bene situata. Firmetur ergo, ut non possit moveri. Post hoe situe- 
tur istud instrumentum in loco orizontis directe taliter, ut non sit decli- 
nans in aliqua parte, sed equidistans orizonti rectissime, quod poteris fa- 
cere consimili instrumento, cum quo latomi lapides suos orthogonaliter 
erigunt et equidistanter situant orizonti. Quo peracto firmetur illa super- 


ficies ibi immobiliter. 
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Fig. 58. 


Cum igitur volueris scire lineam meridianam considera in principio 
diei ante meridiem, quando summitas umbre stili erecti perveniet ad cir- 
culi circumferentiam, et in puncto contactus umbre et circuli cireum- 
ferentie fac signum cum aliqua re acuta, quod sit a. Deinde expecta 
post meridiem, quousque perveniat iterum umbre summitas ad circuli 
circumferentiam sicut prius, et in loco contactus fac secundum signum, 
quod sit b. Post hoe arcum -circuli inter utrumque signum, scilicet 


arcum ab, in duas partes equales divide in puncto c. A quo due lineam 


rectam usque ad circumferentiam in puncto opposito, quod sit d, trans- 
euntem per centrum circuli. Et hoe est meridiei linea, quam querebas. 

Quandocumque ergo umbra stili, que sit ek, secundum rectitudinem 
istius linee ceciderit, sive sit umbra longa aut brevis, meridiem denotavit. 
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Post hoe circulum cum alio dyametro, que istam prius descriptam, 
scilicet dec, ad angulos rectos intersecat supra centrum, quadra, que sit gef, 





et hee linea [39"] punctum veri orientis et occidentis ostendit, scilicet ubi 
oritur caput arietis et libre et oceidit. Et dicitur hee linea cenith orientis 
et occidentis. Et est meridiei punctus c, septemtrionis punctus d; / est 














pars orientis, et punctus g pars occidentis. ') 





Notandum tamen, quod melius et verius potest istud instrumentum 





situari, dum sol est in capite cancri vel prope, quia, quanto propinquius, 





tanto melius propter tarditatem declinationis inter duas observationes. 





Notandum etiam, quod unica observatione, quocumque tempore anni 





volueris, poteris ipsum situare et lineam meridiei et orientis extrahere. 





Commodius tamen, dum sol est in signis septemtrionalibus in illa regione, 





scilicet in septimo climate, et modus dabitur in tertio huius. 





Notandum insuper, quod si cireulum diviseris in 360 gradus, poteris 





quacumque hora diei scire azimuth solis, quia, versus quamcumque partem 
de illis 360 ceciderit umbra, illa ostendet tibi azimuth. Et si cadat in 
quarta gd, azimuth erit orientale septemtrionale tot graduum, quot sunt 
gradus inter punctum g et umbram. Et si cadat in quarta gc, azimuth 














erit orientale meridionale tot graduum, quantum distat umbra a puncto g. 





Et si cadat in quarta fc, erit azimuth occidentale meridionale tot partium, 





quot sunt gradus inter punctum f et directum umbre. 





Notandum eciam, quod si umbra non pervenerit ad circumferentiam 





circuli, tu potes ducere filum stilo alligatum secundum longitudinem umbre 





sqgue ad circumferentiam, scias, super qui vartem cadat umbra; vel, 
usque ad circumferentiam, ut scias, super quam parte lat } ] 





quod melius est, virgula recta enea tenuis, in cuius medio est linea recta 





secundum longitudinem, et in uno capite foramen, per quod transeat 
stilus, ut iaceat super laminam et trahatur semper ita, quod linea in ea 








sit in medio umbre, et videbis, super quam divisionem circuli cadat, sci- 
licet in una parte, et in capite, ubi tangit circulum clinetur medietas ita, 
quod ostendit semper, super quam partem cadet umbra. 











Quantum vero sit utile istud instrumentum, videbitur in sequen 
tibus. 











&. Instrumentum ad capiendum altitudines solis et stella- 
rum et ad observationes faciendas construere. 








Accipietur quoddam instrumentum ligneum vel ferreum vel eneum, 





quod prevalet, quadratum constituatur, cuius quadratura duas ulnas versus 
ommem partem contineat, quia, quanto maior fuerit, tanto melius est. 











1) Ks ist die von Hyaixvs gelehrte Art, die Mittagslinie zu bestimmen. Vergl. 
Gromatici Veteres ed. Lacumaxn I, p. 1881f, 
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Sit igitur quadratum hoe abed, cuius punctus @ centrum ponatur et 
super ipsum centrum a secundum quantitatem ba circinetur quarta cir- 
euli bc, quam dividas per 90 partes, et quamlibet partem in tot fractiones, 
quot poteris. Et sit superficies quadrata plana, nusquam declinans neque 
vacillans. Post hoc duas cuspides eneas equalis quantitatis in tornatorio 
instrumento tornatas accipias, quarum alteram in centro a, alteram vero 
in puncto b figas. Deinde plumbeum perpendiculum in summitate cus- 
pidis, que est in centro a, pendeat usque ad summitatem cuspidis, que 
est in puncto b, ut nusquam a linea bd declinetur, ut per hoe examine- 
tur, quod instrumentum erit bene situatum. Si enim ab illo situ distordet, 
male stabit. Superficies vero, in qua divisiones et scripture sunt im- 
presse, versus orientem erigatur, latus vero a) super lineam meridiei per 
precedentem inventam adaptetur. Post hoc quandam regulam vel laminam 
tenuem, super cuius medium sit linea secundum longitudinem, que me- 
diante foramine in una ipsius extremitate facto intromittatur in cuspide a 
stilum in centro quadrantis, et alia extremitas sit super cireumferentiam 
arcus be ita, quod huiusmodi regula elevetur et deprimatur, ut umbra 
cuspidis a sit super longitudinem linee in medio protracte, et alia ex- 
tremitas exiens super arcum bc sit lineata usque ad lineam mediam, ut 
mediante ipsa videatur, super quem gradum cadat umbra cuspidis a. In 
summitate vero eiusdem regule parum ultra circumferentiam quarte cir- 
culi de sit {39*| alia cuspis equalis illi, que est in centro a in media linea 
regule situata, que sit h, ut per summitatem cuspidis a et h videri 
possint stelle, quarum altitudines volueris invenire. 

Cum igitur volueris invenire altitudinem solis, dum erit in linea 
meridiei, situato instrumento, ut dictum est, eleva regulam ah, ut umbra 
cuspidis a cadat super rectitudinem linee regule ah, et vide, quot conti- 
nentur gradus et minuta inter lineam ah et punctum ¢ in quarta circuli be, 
et habebis altitudinem solis super orizontem. 

Si vero velis eius remocionem in circulo altitudinis a cenith capitum, 
vide, quot sunt gradus et minuta in areu bh, quia tantus est arcus in 
cireulo altitudinis inter cenith capitum et locum solis. 

Si vero velis hoc idem de stellis fixis, facias eodem modo, quo nune 
dictum est, respiciendo stellam per cuspides a, h elevando vel deprimendo 
regulam, quousque videas eam per summitates. 

Notandum tamen, quod, si imaginares modum, per quem quadratum 


volveretur super latus ac ab oriente versus occidentem ad modum hostii 


domus, et quod filum cum plumbo pendens a puncto b secundum rectitu- 
dinem linee bd remaneret semper super eadem linea in toto illo motu, 
possis accipere altitudinem et elongationes a cenith, ubicumque velles ante 


meridiem et post. 
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Serva tamen bene, quod cuspis a et etiam / sint erecte orthogona- 
liter super superficiem quadrati abed, quia aliter esset error in hac in- 
genuitate. Huius quadrati figura est iam hie prescripta et formata. 


qurumazsuy 
du rp, 


suaam uou 


rua rua © 


70 uN)? 
\ @a5 





Intelligatur ile 
circulus inplanoiacens 


Ortens 
Fig. 5$ 


% Instrumentum aliud ad capiendum altitudines et stella- 
rum observationes faciendas ostendere. 


Fac tres planas regulas de ligno vel ferro vel cupro fortes et rigidas, 


ut de levi torqueri non possint, quadrilatere superficiei, et in medio cuius- 
libet lineam protrahas secundum eius longitudinem et in medio latitudinis. 

Sint autem hee regule fg, hm, fl. Super regulam vero fg in linea 
fg notam h imprime, et lineam /h quinque cubitorum constituas vel plus, 
quoniam, quanto longior, tanto verior, et eius residuum, scilicet gh, cuivis 
lapidi vel columpne tanquam basi, quem hic representat abcd, ut num- 
quam moveatur, infige. 

In alia vero regula sint due pinnule equales et omnino ‘similes ad 
modum duarum pinnularum astrolabii, ita ut due earum linee medie erecte 
sint super lineam mediam f/. In quarum dimidio duo foramina sibimet 
opposita et equaliter distantia a linea fl rectissime fiant, quarum alteram 
iuxta punctum /, alteram vero iuxta punctum / constituas. 

Has autem duas regulas coadunabis cum quodam polo, sicut coadu- 
natur circinus, ut regula // superius et inferius moveatur, sicut movetur 
unus pes circini elongando se ab alio pede et eidem approximando. Deinde 
ex regula hi lineam hk equalem utrique duarum linearum fh et fl sume, 
quo facto lineam hk in 30 partes equales divide, et quamlibet partem 
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in tot partes minores, quot poteris, eciam divide. Residuum autem [40°| 
linee hkm, scilicet km, in tot de illis partibus divide, quot volueris, ita 
tamen, quod proportionem medietatis corde arcus 45 gradus non excedat. 
Si quid autem ex regula remanserit, abscindatur. 

Post hoe duas regulas fg et hm supra punctum h/ duobus rotundis 
et equalibus foraminibus ad similitudinem primarum perforabis, et eas 
eum polo simili polo astrolabii in unum firmabis, ut regula hm superius 
et inferius moveatur ad modum unius pedis circini. In medio vero lati- 
tudinis eius in superiori parte, ab exteriori parte tamen, excavabitur ad 
angulum rectum usque ad lineam mediam, que relinquitur intacta. Simi- 
liter eciam in regula f/ in eius extremitate abscisionem quandam facias 
in interiori parte secundum quantitatem medietatis latitudinis et grossi- 
tudinis regule hm, ut in curvatura eius produci possit sic, ut linea // 
media et linea hm in una sint superficie apparente. 

Demum basis, scilicet abed, cui regula fgh est infixa, tamdiu vertatur, 
quousque linea be stet super lineam meridiei per septimam huius inven- 
tam. Plumbum perpendiculum a puncto f usque ad punctum / suspen- 
datur, ut per hoe sciatur, quando perpendiculariter super orizontem linea 
fg erit erecta, facies vero basis 
abed stans super lineam medii 
celi versus orientem ponatur. Si- 
militer quoque pinnule regule // 
affixe versus orientem constitu- 
antur. 

Cum igitur sol super meridiei 
lineam apparuerit, regulam, cui 
due pinnule affixe sunt, eleva 
tam inferius quam superius, donec 
superior regula totam inferiorem 
obumbret, solis quoque radius per 
foramen superioris regule tran 
siens transeat eciam per foramen 
inferioris pinnule. Post hoe regu- 


“—tt-+——_d 


3/—__ 7 _ /) din moveas, quousque linea hm, 


lam 7m superius et inferius tam 


\/ que in medio protrahitur, punc- 
j 


— tum 7, qui in medio fl constitui- 

tur propter duas  abscisiones, 

quas superius feceras, evidenter tangat, et quotum numerum_ tune 
regule hm punctum / ostendit, adiscas a puncto h incipiendo nume- 


rare, et cum eo tabulas mediatarum cordarum ingrediens arcum, quan- 
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tus fuerit areus, duplicabis, quia ipsum erit longitudo solis a cenith 
capitum. 

Kodem quoque modo operandum est in stellis, respiciendo eas per 
ambo foramina. 


Notandum, quod observatio facta per has regulas verior est. Similiter 


quoque, si lineam f7 duplicaveris, vel minorem portionem addideris, quous- 


que pinnula primo posita prope punctum / usque ad punctum »# perveniat, 
erit adhue verius. 

Item si regula fg super basim abcd ita diligenter et artificialiter 
fuerit erecta, ut eam versus omnes partes orizontis, in quibus tune sol 
vel stella fuerit, circumvertere possis, accipere poteris altitudinem solis 
et stellarum, ubicumque fuit. 

Si autem arcum longitudinis stellarum aut solis vel etiam lune a 
cenith capitum de 90 minueris, quod remanet, est arcus altitudinis. 

Modum vero verificandi stellas alias, domino concedente, ostendemus 
in libro, quod ad expositionem istius ordinare intendimus. 

Es folgen die beiden Paragraphen: 

10. Cuiuslibet arcus zodiaci a principio arietis vel libre incipientis declinationem 
invenire, und 


11. Declinationem cuiuscumque arcus zodiaci a principio arietis inchoantis per 
tabulam ad hoe factam invenire. 


12. Umbram rectam seu extensam per quamcumque altitu- 
dinem solis vel alterius notam invenire. 

Seiendum, quod duplex est wmbra, scilicet recta seu extensa, et versa 
seu stans. 

Umbra recta’) est omnis umbra rei erecte super superficiem terre. 
Que quidem res erecta intelligitur dividi in 12 partes equales, cuiuscun- 
que fuerit quantitatis. Que quidem partes vocantur puncta. 

Umbra vero versa*) est umbra omnis rei equidistantis orizontis super- 
ficiei infixe in aliqua re erecta super faciem terre, que etiam intelligitur 
dividi in 12 partes, que vocantur puncta. 

Cum igitur volueris scire umbram rectam altitudinis cuiuslibet pro- 
posite, ipsius altitudinis quere sum rectum per primam huius quem serva. 
Deinde subtrahe altitudinem de 90, et residui similiter scias sinum rectum 
per primam huius, quem multiplica per 12, qui est numerus punctorum 
status rei erecte, et quod pervenerit, divide per sinum altitudinis proposite 
prius servatum, et provenient tibi puncta umbre recte similia punctis rei.”) 


1) Umbra recta = Cotangente. 
2) Umbra versa = Tangente. 

: COs & 
3) D. . 
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Si vero aliquid remanserit post divisionem, multiplica illud per 60, 
et divide, quod proveniet, per idem quod prius, et erunt minuta puncti 
imperfecti. Et sic habebis puncta et minuta umbre recte altitudinis pro- 
posite. 

Et intelligas, quod ista puncta sunt puncta rei, cuius est umbra, 
divise in 12 puncta, et minuta sunt 60* pars unius puncti. 

13. Umbre recte proposite altitudinem invenire. 

Multiplica numerum punctorum umbre recte propositorum in semet 
ipsum, et supra illud, quod provenerit adde 144, que sunt puncta rei in 
se multiplicata, et eius, quod provenit, scias radicem quadratum, quam 
serva. Deinde 12 puncta umbre multiplica per 60, qui est totus sinus 
rectus, et quod provenit, divide per radicem prius servatam, et proveniet 
tibi sinus rectus altitudinis. Cuius sinus scias arcum per secundam huius, 
qui erit arcus altitudinis quesitus.’) 

Vel aliter. Umbram propositam multiplica per 60, scilicet per totum 
sinum rectum, et quod proveniet, per radicem prius servatam divide. Et 
elus, quod proveniet, sinus scias arcum per secundam huius, qui erit longi- 
tudo solis vel alterius umbram facientis a cenith capitum in cireulo alti- 
tudinum, quem de 90 minue, et remanebit altitudo quesita. 

14. Umbram versam seu stantem per altitudinem notam 
solis vel alterius facientis umbram invenire. 

Sinum altitudinis presentis per 12 puncta rei multiplij4i™jea, et quod 
provenerit, divide per sinum residui altitudinis, id est illius, quod deticit 
ad perficiendum 90, et provenient puncta umbre verse. *) 


Si vero post divisionem aliquid remanserit, multiplica illud per 60, 
et productum divide ut prius, et exibunt minuta puncti imperfecti. 


Hie nota, quod multiplicatio punctorum umbre extense vel recte 
omnis altitudinis in puncta umbre verse illius eiusdem altitudinis erunt 
semper 144, scilicet illud, quod provenit ex multiplicatione 12 punctorum 
in se. Unde si diviseris 144 per numerum punctorum unius umbrarum, 
exibunt puncta alterius; et hoc diligenter nota.”) 

15. Umbre verse proposite altitudinem invenire. 

Multiplica puncta umbre verse in semet ipsa et super illud, quod 
provenerit, adde 144, et tocius producti scias radicem quadratam, quam 
serva, quia est dyameter umbre. Deinde multiplica puncta umbre verse 
per 60, scilicet per totum sinum rectum, et collectum divide per radicem 
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servatam, et proveniet tibi sinus altitudinis umbre verse proposite. Cuius 
quere arcum, et proveniet altitudo quesita. ') 

16. Cuiuscumque arcus altitudinis proposite umbram rectam 
per tabulam ad hoc factam invenire. 

Quere arcum altitudinis in lineis numeri, si precise possis invenire, 
et quod in eius directo inveneris de punctis et minutis, accipe, quia sunt 
puncta et minuta umbre recte propositi arcus. 

Si vero precise non possis invenire, quod contingit, quando cum 
gradibus in illo areu altitudinis contentis fuerint minuta, tune accipe 
minorem propinquiorem et deinde maiorem, et operare penitus eodem 
modo, quo dictum est in undecima huius in accipiendo declinationem 
solis, et provenient tibi puncta et minuta umbre recte arcus propositi. 

17. Umbre recte proposite arcum per tabulas invenire. 

Quere umbram rectam propositam in tabula, et si eam precise poteris 
invenire, scias, quod gradus in directo ipsius inventi sunt gradus arcus 
proposite umbre recte. 

Si vero precise non possis eam invenire, accipe minorem propin- 
quiorem, et gradus linee numeri in directo existentis serva ad partem. 
Et tune puncta et minuta in tabula inventa subtrahe a punctis et minutis 
umbre proposite et serva differentiam, quia est secundus numerus, quem 
secundum numerum multiplica per 60 minuta, que sunt tertius numerus, 
quia tabula augmentatur per unum gradum, et productum divide per 
differentiam, que est inter minorem umbram umbra_ proposita propin- 
quiorem et maiorem ipsa propinquiorem etiam inventam in tabula, que 
differentia est primus numerus, et provenient tibi minuta, que minuta 
addenda sunt gradibus altitudinis prius servatis. Et sie habebis gradus 
et minuta proposite umbre correspondentia. Hane operationem  scies 
facere per secundam huius. Et nota diligenter hane operationem, quia 
remittemus in sequentibus ad hance operationem, ne multotiens oporteat 
idem repetere. 

18. Cuiuslibet arcus altitudinis proposite umbram versam 
per tabulam invenire. 

Minue altitudinem propositam de 90, et eius, quod remanserit, quere 
similiter in lineis numeri. Et si precise possis invenire, accipe umbre 
puncta sibi correspondentia, quia hoc querebas. 

Si vero arcum precise non possis invenire, quia in isto arcu cum 
gradibus sunt minuta, fae, ut dictum est in duodecima huius.*) 


tg a 
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2) Siehe oben Anmerkung 8. 392. 


1) D. h.: sine 

























































































































































































40? Maxiiuian Currze. 
19. Umbre verse proposite arecum invenire. 

Quere similiter in tabulis, si precise potest inveniri, et accipe arcum 
in directo existentem in lineis numeri, secundum quod dictum est in 17° 
huius, 

Si vero precise non poteris invenire, tunc operare iterum; ut dictum 
est in 17° presentis, dum querebas arcum umbre recte. Et quicumque 
areus tibi provenerit, minue illum de 90 et proveniet tibi arcus, quem 
querebas. 

Es folgen astronomische Anwendungen, und zwar mit folgenden Kapiteliiber- 
schriften: 

20. Cuiuslibet arcus zodiaci a puncto arietis incipientis ascensionem in spera 
recta invenire. 

21. Cuiuslibet arcus zodiaci ascensionem in spera per tabulam ad hoc factam 
invenire, ‘ 

22. Gradus ascensionum propositos in orizonte recto ad gradus equales reducere. 

23. Latitudinem regionis et capitis arietis altitudinem et etiam altitudinem 
poli per altitudinem solis et stellarum meridianam tam orientium quam semper appa- 
rentium in omni regioni invenire. 

24. Altitudinem solis et stellarum meridianam per declinationem solis vel stel- 
larum reperire. 

25. Arcum diei minime et maxime in quovis climate per notam poli altitudinem 
cognoscere 

26. Cuiuslibet arcus zodiaci ab equinoctiali incipientis ascensionem in spera 
obliqua proposita iuvenire 

27. Cuiuscumque arcus zodiaci a principio arietis incipientis ascensionem in 
spera obliqua invenire 

28. Ascensiones cuiuscumque arcus zodiaci propositi in spera obliqua per ta- 
bulam ad hoc factam reperire. 

29. Gradus ascensionum prepositos in orizonte obliquo’ ad gradus equales re- 
ducere. 

30. Arcus diei et eciam noctis quantitatem invenire 

31. Numerum graduum in una hora equali diei vel noctis per arcum diurnum 


invenire. 


32. Numerum equalium horarum diei et etiam noctis invenire, 
33. Horas equales ad inequales reducere et e converso. 
34. Areum diei transactum ab ortu solis usque ad horam presentem per alti- 


tudinem solis meridianam invenire, et per consequens horas tam equales quam ine- 
quales invenire. 

35. Altitudinem solis, in quacumque hora diei volueris, invenire. 

36. Horas ab ortu solis usque ad horam propositam noctis, seu arcu diurno 
transacto noto gradum ascendentem imvenire. 

37. Duodecim domos celi adequare. 

38. Horas diei transactas per gradum ascendentem invenire. 

39. Declinationem cuiuslibet stelle per gradum eius versum et latitudinem ab 
ecliptica patefacere. 
40. Gradum ecliptice, cum quo stella celum mediat, invenire 
41. Arcum diei, cuiuscumque stelle volueris, invenire. 
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42. Arcum equinoctialem elevatum ab ortu solis usque ad” presentem horam, 
et per consequens horas tam equales quam inequales, et gradum ascendentem, et 
equationes domorum per altitudinem solis invenire. 

43. Gradum zodiaci, cum quo stella oritur, reperire. [46° 
44. Altitudinem, cuiuscumque stelle volueris, meridianam invenire. 


Expliciunt Canones magistri Lohannis de Lineriis super tabulas primi mobilis; 

incipiunt Canones eiusdem super tabulas latitudinum planetarum et eciam 
eclipsium amborum luminarium, solis videlicet et lune. 

Kapitel 1—8 fehlen. 


%. Partem proportionalem alicuius numeri vel numerorum 


secundum proportionem alicuius alterius numeri seu aliquorum 
ad 60 accipere. 

Ad multiplicem laborem multiplicationis et divisionis evitandum, qui 
multotiens tam in equationibus planetarum quam eclipsium evenire solet, 
composita est tabula proportionis, cuius usus est talis. 

Quere numerum, cuius proportionem et partem proportionalem vis 
habere secundum proportionem alterius ad 60, in capitibus tabularum, et 
reliquum in sinistro latere tabule eiusdem, et quod inveneris in angulo 
communi, erit proportio quesita ea condicione, ut numerus in angulo com- 
muni versus dextram aut infra secundum operationem semitabule conten- 
tus erit istius proportionis, quam denominationes simul coniuncti consti 
tuunt et producunt, et numerus versus sinistram aut supra erit proxime 
maioris. 

Si autem in alterutro fuerint diverse fractiones, cum qualibet divisim 
et cum reliquo intres, et quod inveneris, aggreges, quodlibet scilicet ad 
suum genus, 

Si autem in utroque sunt diverse fractiones, cum qualibet unius et 
cum qualibet alterius seorsum intres, et fae ut prius. 

Si vero alicuius numeri proportionem, id est partem proportionalem, 
volueris secundum proportionem alterius ad 30, modo, quo dictum est, 
operare, et quod inveneris, duples. 

Si vero velles invenire partem proportionalem secundum semitabulam, 
quere maiorem numerum in latere dextro aut sinistro descendente, et 
minorem in latere inferiori, et operare, ut dictum est. 

Die Kapitel 10—17 fehlen wieder. 


Dann folgen weiter die Paragraphen mit 
den Uberschriften: 


18. Utrum planeta sit stationarius, directus aut retogradus per tabulas 
cognoscere. 

19. Declinationem cuiuslibet gradus zodiaci invenire. 

20. Latitudinem Lune per tabulas invenire. 

21. Latitudinem Saturni, lovis et Martis invenire. 


oo» 


2. Latitudinem Veneris per tabulas invenire. 
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23. Latitudinem Mercurii per tabulas invenire 

24. Utrum stella erratica sit ascendens aut descendens in parte latitudinis, in 
qua est, cognoscere. 

25. Tempus prime coniunctionis ianuarii anni, cuiuscumque volueris, aut ultime 
decembris anni proximi precedentis, et per eam primam coniunctionem ianuarii in- 
venire, et medium motum solis et lune, et similiter medium argumentum lune, et 
argumentum latitudinis lune. Et eodem modo tempus medie oppositionis prime 
ianuarii aut ultime decembris, et per eam primam ianuarii, et medium motum solis, 
et nadir lune, et per consequens medium motum lune, et medium argumentum eius, 
et argumentum latitudinis eius, et utrum eclipsis sit possibilis, scilicet solis et lune, 
per tabulas ad hoe factas alio modo quam prius et faciliter invenire. 

Kapitel 26—29 fehlen. 

30. Medium motum solis et lune, et argumentum solis et lune, et argumentum 
latitudinis in tempore, cuiuscumque coniunctionis anni volueris, sequentis primam 
coniunctionem et oppositionem ianuarii invenire. 

31. Verum locum solis et lune hora medie coniunctionis cuiuscumque vel oppo- 
sitionis invenire. 

32. Motum solis et lune equalem in una hora invenire 

33. Tempus vere coniunctionis solis et lune invenire. 

34. Eclipsis solis et lune, in quocumque anno volueris, possibilitatem invenire. 

35. Diversitatem aspectus lune in longitudine et latitudine per tabulam invenire. 

36. Tempus eclipsis solis et eciam quantitatem et durationem per tabulas ad 
hoe factas invenire. 

37. Dyametrum solis et dyametrum lune et similiter dyametrum umbre in loco 
transitus lune invenire 

38. Figuram eclipsis solis depingere. Sequitur figura eclipsis solis. 

39. Tempus eclipsis lune et quantitatem et eciam duracionem per tabulas in- 
venire. 

10. Figuram eclipsis lune depingere. Figura eclipsis lune. 

41. Utrum planete oriuntur in mane ante solem et occidunt post, an orientur 
post et occidunt ante cognoscere. 

12. Utrum planeta sit apparens aut occultus sub radiis solis cognoscere. 

13. Utrum planeta sit ascendens vel descendens in circulo deferentis et simi- 
liter epicycli cognoscere. 

$4. Buth solis et lune et cuiuscumque planete per tabulam ad hoe factam in- 
venire, et similiter loca planetarum ad 3 dies, vel ad 7, verum et ad 10, et eciam 
coniunctionem duarum planetarum qui fuerint prope coniunctionem, invenire. 

15. Loca stellarum fixarum in longitudine et latitudine partemque latitudinis 
et earum magnitudinem invenire. 

16. Revolutionem cuiuslibet annorum nati vel cuiuslibet alterius rei habentis 
exordium notum, et eciam revolutionem annorum mundi invenire. 

Expliciunt Canones tabularum magistri Iohannis de Lineriis seripti per 
manus Henrici Amici, finiti anno 1432 23. octobris. Deo gracias amen. [58"] 


Ad inveniendum cuiusque arcus sinum demonstracio. 

Quia in huius operis inicio, antequam tractavimus de celestis circuli 
volubilitate, mentionem fecimus sinus, pretermittendo quasi notum, hic in 
fine huius operis danda est doctrina, cum ad ea, que premittuntur de 
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circulantibus motibus, illius scientia valde sit necessaria. Unde videndum 
est, quod sit sinus. 

Sinus est cuiuslibet porcionis circuli dimidium corde duplicis  por- 
cionis illius. 

Erit igitur dimidium corde porcionis 180 graduum sinus portionis 
90 graduum, qui est sinus perfectus. Nulla enim in circulo maior corda 
corda porcionis 180 graduum, qui est circuli dyameter. 

Kt sinus 30 gradum est dimidium corde 30 graduum; atque sinus 
45 graduum est dimidium corde 90 graduum, et sic in omnibus cireuli 
porcionibus. 

Inventa itaque quantitate dyametri circuli habebitur leviter quantitas 
cuiuslibet circuli porcionis. 

Quantitas autem dyametri circuli sic poteris invenire. Divide cireu- 
lum, qui est 360 graduum, per 3 et septimam unius, et invenies proba- 
hiliter dyametri quantitatem'); vel, si volueris, multipliea circulum in 
semet ipsum, et quod exierit, divide per 10, et numeri ex divisione pro- 
venientis quere radicem, que erit circuli dyameter*); vel aliter, multiplica 
circulum in 20000 et divide, quod colligitur, per 62832"), et quod tibi 
proveniet ex hac divisione, erit dyameter. 

Invento autem dyametro circuli, qui est corda porcionis 180 graduum, 
que duplex est ad porcionem 90 graduum, medietas erit sinus 90 graduum. 
Similiter invenies ceterarum porcionum sinus. Licet eciam tibi ponere 
dyametri partes secundum quamlibet numeri quantitatem, et ex ea facere, 
si vis, denominacionem. Nam etsi sinus et porcionis nulla sit proporcio, 
est tamen relatio inter eos, quia et sinus porcionis est sinus, et porcio 
dicitur sinus porcio. 

Verbi gracia ponamus dyametrum circuli quantitatem 300 minutorum, 
erit ergo sinus totus 150 minutorum. Manifestum est autem, quod corda 
culusque sexta porcionis circuli fit equalis medietati dyametri eius, cuius 
rei demonstracionis causa patet, cum inferius ponitur fi 


oe 
5 


ura, cuius talis 


est disposicio. 
Descripcio figure. 

Proposite autem figure hec est demonstracio. Sit enim circulus abed, 
qui quadretur duabus lineis se supra centrum intersecantibus, unam vide- 
licet ac, alteram db. Sit eciam circulus vzh supra centrum b, cuius cir- 
cumferentia contingat ac lineam supra centrum e.  Describatur iterum 


1)a=—3!. 
‘ 


2) t= V 10. 
3 62832 
ws ~ 20000 
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cireulus ¢/? supra centrum d, cuius circumferentia contingat eciam lineam 
ae supra punctum e. Apparet eciam, quod circulus abcd intersecat cir- 
culum vzh supra punctum / et supra punctum m, et quod porcio lbm 
eireuli abed est equalis porcioni mcb cireuli vzh. Demonstratur eciam, 
quod portio / sit equalis porcioni, que est le, et porcio bm sit equalis 
porcioni me. Constat igitur lineam e), que est dyametri circuli dimidium, 
esse equalem ei, que est el, et 
lineam /b equalem esse linee bi, 
et quod linee me et el et lb et 
bm quatuor sunt corde quatuor 
por[ssyjcionum circuli equalium, 
quia sibisunt equales. Patet eciam, 
quod linea /m abscindit lineam 
be media supra punctum 2; linea 
igitur vb est quarta dyametri 
circuli, et similiter linea ne.  Di- 
vidit quoque linea ¢7 lineam de 
in equas partes supra punctum 
g, quarum unaqueque linea, sci- 
licet dg et ge, est equalis linee 





en, et linea ng est equalis me- 
dietati dyametri circuli et est 
equalis linee mb et linee be. Erit 
ergo porcio mb et porcio lt equa- 
lis porcioni mi, quia earum corde 
inter se sunt equales, et porcio 
id equalis porcioni dt. 
Manifestum est igitur circu- 
lum in sex equales porciones divi- 
sum esse, et cuiuslibet illius por 


cionis cordam esse equalem me 





dietati dyametri circuli. Et hee 


k 


Fig. 61 


est figure certa descriptio. 

Cum autem sit propositum, 
dyametrum esse 300 minutorum, erit corda porcionis 60 graduum, que 
est sexta pars cireuli, 150 minutorum, et sinus 30 graduum 75, qui est 
dimidium linee m7, et sinus 60 graduum est linea mn, que est medietas 
linee ml, que est corda portionis 120 graduum. 

Linea vero zh est corda 90 graduum, que est pars quarta circuli, et 
illa corda est radix 45000, cuius medietas est sinus 45 graduum, que est 


radix 11250. Apparet autem, quod porcio al sit dimidium sexte partis 
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circuli, cuius porcionis corda sic invenitur. Multiplica sinum 30 in semet 
ipsum, quod est linea Jo, et multiplica lineam ao in semet ipsam, et 
utrumque simul iunge, et collecte summe radix erit corda 30 graduum. 
Si autem minueris sinum 60 de medietate dyametri, remanebit linea ao. 

Medietas vero corde 30 graduum est sinus 15 graduum. Sit autem 
corda fs corda 30 graduum, cuius medietas, linea scilicet fq vel linea qs, 
est sinus 15 graduum, que est porcio circuli ab f in ¢ vel ab z in s, 
Erit igitur porcio cireuli, quae est ab f in v vel ab s in hk 75 graduun, 
cuius porcionis sinus et linea qb sunt equales, et eius quantitas sic in- 
venitur. Multiplica|s9*|lineam bf, que est 150 minutorum, cum sit equalis 
medietati dyametri, in semet ipsam et lineam qf in semet ipsam, que est 
sinus 15 graduum; postea minue multiplicationem lee fg de multiplica- 
tione linee fb, et remanentis numeri tolle radicem, que radix erit sinus 
75 graduum, et linea gb est equalis linee wf. Et similiter facies in in- 
ventione sinus cuiuslibet portionis circuli tam exigue quam maxime. 

Jamque demonstratum est, quod, cum positum sit, dyametrum circuli 
esse 300 minutorum, cordam sexte partis circuli esse 150 minutorum, cum 
erit equalis dimidio dyametri circuli, et est sinus totus, cuius medietas 
est sinus 30 graduum, et est 75 minutorum, que est sinus duarum kardagarum. 

Si autem multiplicaveris sinum 30 in semet ipsum, et minueris inde 
provenientem summam de sinu toto in se multiplicato, remanentis numeri 
radix erit sinus 60 graduum, que est quatuor kardagarum, et est dimi- 
dium corde 120 graduum. Minue ergo eum de sinu toto et, quod reman- 
serit, multiplica in semet ipsum et iunge inde provenientem summam sinui 
30 in semet ipsum multiplicato, et provenientis summe radix erit corda 30 
graduum, cuius medietas erit sinus 15 graduum, id est prime kardage. 
Multiplica itaque eundem sinum, id est prime kardage, in semet ipsum et 
minue provenientem summam de sinu toto in semet ipsum multiplicato, 
id est ab 22500, et remanentis numeri accipe radicem, que radix erit 
sinus 75 graduum, id est 5 kardagarum, id est dimidium corde 150 
graduum. Deinde minue sinum 15 de sinu 30, et residuum erit sinus 
kardage secunde. Postea multiplica sinum totum in semet ipsum, et 
numeri inde provenientis duplicati tolle radicem, que erit corda 90 gra- 
duum, id est trium kardagarum. Subtrahendo ab eo sinum duarum kar- 
dagarum remanebit sinus tercie kardage. Deinde minue sinum trium 
kardagarum de sinu 60, et remanebit sinus quarte kardage. Minue eciam 
sinum ,quatuor kardagarum de sinu 75 graduum, id est 5 kardagarum, 
residuum erit sinus quinte kardage. Demes quoque sinum quinque kar- 
dagarum de sinu toto, id est de 150 minutis, et remanens numerus erit 
sinus sexte kardage, et habebis sexte kardage gradus. 


Hee sunt sex kardage, quarum hee est introducta demonstracio. 
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Inventio sinus secundum minores circuli porciones. 

Si autem volueris invenire sinus secundum minores cireuli portiones, 
sinum huius kardage sexte in sinum 30 graduum multiplica, et collecte 
inde summe quere radicem, que erit sinus 7 graduum et dimidii; et ean- 
dem summam minue de sinu toto multiplicato in semet ipsum, et rema- 
nentis numeri radix erit sinus 82 graduum et dimidii. Postea minue 
sinum 82 graduum et dimidii de sinu toto et residuum multiplica in sinum 
30, et exinde surgentis numeri radix erit sinus trium graduum et 45 mi- 
nutorum. {59°} Illum autem surgentem numerum minue de 22500, et residui 
numeri radix erit sinus 86 graduum et quarte. Deinde minue sinum 45 
graduum de sinu toto, et residuum multiplica in sinum 30, et collecte 
tibi summe radix erit sinus 22 graduum et dimidii; et diminue ipsam 
summam de sinu toto multiplicato in semet ipso, et remanentis numeri 
radix erit sinus 67 graduum et dimidii. Minue itaque eum de sinu toto 
et remanentem numerum multiplica in sinum 30 et excrescentis inde numeri 
radix erit sinus 11 graduum et quarte unius, et numerum summe tocius 
subtrahe a sinu toto in se multiplicato, et remanentis numeri radix erit 
sinus 78 graduum et trium quartarum. Minues eciam sinum 15 de sinu 
toto et multiplica residuum in sinum 30, et provenientis inde numeri 
radix erit sinus 57 graduum et dimidii, et eiusdem numeri summa dimi- 
nuta de sinu toto in se ducto residui radix erit sinus 52 graduum et 
dimidii. Kodem modo fit in universis circuli partibus usque ad minutissi- 


mas elus porciones. 


Inventio kardagarum declinationum ad plures gradus. 

Kt si kardagas declinationis volueris invenire ad singulas gradus vel 
ad maiores vel ad minores circuli porciones usque ad 90 graduum, habe- 
bitur noticia et reliquarum circuli quantitatum, cum earum omnium una 
sit declinacio. Sinum declinacionis tocius quere, quem multiplicabis in 
sinum unius gradus vel plurium, si tibi placuerit, et summam inde pro- 
venientem divide per 150. Deinde sinus ex ipsa divisione provenientis 
invenias circuli porcionem, que porcio erit declinacio unius gradus vel 
plurium si feceris ad plures, et ita eciam facies cum universis gradibus 


usque ad perfectionem 90 graduum. 


Aliud capitulum de sinibus et declinacione. 

Cum cuiuslibet gradus scire volueris sinum vel declinacionem,, gradus 
omnes, qui sunt ab ariete in ipsum gradum cum eodem computa, et habe- 
bis argumentum, per quod id, quod queris, invenies, quia, si fuerit minus 
tribus signis, operabis cum eo; si vero a tribus in sex, minues illud de 


sex et cum residuis operabis; si autem a sex in novem, de eodem sex 
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minue et reliquum serva, et si fuerit a novem usque in duodecim illud 
de 12 subtrahe et cum residuo operaberis.!) Operaberis autem ita. 

Accipies scilicet pro unoquoque argumenti signo numerum minutorum 
duarum kardagarum et pro 15 gradibus numerum minutorum sequentis 
kardage. (Kardaga enim est porcio circuli ex 15 gradibus constans.) 
Quod autem remanserit infra kardagam, reduc in minuta multiplicando 
per 60, et postea multiplica ea in minuta imperfecte kardage, et, que inde 
provenit, summam per 900 divide, et que inde eveniunt minuta, universi- 
tati prius collecte minutorum kardagarum perfectarum adde, et quod [60"| 
remanserit dividendum, partire per 15, et exibunt tibi secunda, que sub 
universitate minutorum scribes, et habebis sinum rectum gradus, quem 
queris, vel declinationem equalem. 

Sciendum vero est, quod, cum volueris sinum, facies cum kardagis 
sinus, et cum volueris declinacionem, facies cum kardagis declinacionum. 
Inventa autem declinacione habebis minuta, que si reducas ad gradus, 
divide ipsa per 60, et exibunt tibi gradus, et quod remanserit, erunt minuta. 

Kt si volueris scire, utrum sit sinus vel declinacio septemtrionalis vel 
meridiana, considera argumentum, Quod si fuerit ex sex signis tantum 
vel infra, erit septemtrionalis, si vero a sex in 12 erit meridiana. 

Si autem sinum volueris versum vel declinacionem, operaberis, ut 
dictum est, sed a novissima kardagarum incipias redeundo ad primam. 

Sciendum est eciam, quod, cum quesieris sinum versum, et finitur 
argumentum a 3 signis in 6, accipias de tribus signis sinum totum, resi 
dui sinum equalem (id est rectum), qui duo simul iuncti faciunt eiusdem 
argumenti simum versum; et non invenies in sinu verso plus sex signis, 
et in equali plus tribus. 


De porcione cireuli cuiuslibet sinus. 

Cum vero sinus equalis volueris scire porcionem eius circuli equalem, 
pro minutis prime kardage de minutis ipsius sinus diminutis 15 gradus 
sume, et pro minutis secunde kardage de residuo desumptis alios 15, et 
ita facies per omnes kardagas; et si remanserint minuta non perficienda 
kardagam, ea in 1D vel 9OO extende, et quod collectum tibi fuerit divide 
per minuta imperfecte kardage, et qui exiverint gradus adde illis, quos 
prius colligeras, et quod iterum dividendum remanserit multiplicans per 
60 divide, ut prius divisisti, et habebis mimuta; et quod tibi collectum 
fuerit ex gradibus et minutis, erit porcio circuli ipsius sinus. 

Kt si volueris porcionem versam, numera kardagas a fine earum, et 
fac ut prius determinatum est. 


1) Hier wird gelehrt, wie die Sinus von Winkeln grélser als 180° gefunden 
werden kiénnen. Vergl. oben Anm. 8. 391. 


Bibliotheca Mathematica. LU. Folge. 1. 
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Sequitur de eodem per tabulas. 

Cum autem volueris hoc idem per tabulas invenire, argumenti simile 
in lineis numeri ad tabulas sinus et declinacionis quere, et quod in eius 
directo inveneris de sinu vel declinacione ex gradibus minutis atque secun 
dis, sume, et hoe erit ipsius argumenti sinus vel declinacio. 

Si autem cum argumento fuerint minuta iterum cum eodem argu- 
mento gradu uno addito easdem tabulas intra et equationem sinus vel 
declinationis suscipias, et huius secunde et prime differenciam considera, 
quam multiplicas per minuta argumenti, et summam inde provenientem 
dividens per 60 habebis minuta, et que remanserint, erunt secunda. Que 
minuta scilicet et secunda sunt addenda prime equacioni, si fuerint minor 
secunde equacioni, vel minuenda, si fuerint maior, et quod exierit, erit 
sinus vel declinacio gradus et minuti quesiti. 

De sinu verso cuiuslibet porcionis. 

Si vero sinum eius volueris versum, et fuerint gradus argumenti 
pauciores 90, eos minue de 90, et quod remanserit, simile in lineis numeri 
quere et sinum suum vel declinacionem suscipe cum restitucione {60%} mi- 
nutorum, si fuerint cum eodem minuta; et eundem sinum de 150 minutis 
minue qui est totus sinus rectus, quod vero remanserit erit simus versus, 
quem queris. Similiter facies ad declinacionem. 

Si autem fuerint plures {0, pro 90 sumes totum sinum, et remanen- 
tium queres sinum equalem, quem addens sinui toti ipsius, quem queris, 
sinus versi habebis summam. 

De invencione porcionis circuli cuiuscumque sinus. 

Cum autem cuiuslibet sinus volueris scire circuli porcionem, eum sci- 
licet vel minorem, propinquiorem tamen, in tabula sinus quere, si feceris 
ad sinus, vel declinationis, si feceris ad eam, et quod in directo eius fuerit 
in lineis numeri sume, que erit portio ipsius cireuli smus. Tune eundem 
sinum minorem ibi inventum de maiori minue, et residuum per 60 multi- 


plica, et quod provenerit, per id, quod est inter lineam, cum qua intrasti, 


et secundam uno gradu maiorem divide, et que exierint minuta porcioni 
circuli in lineis numeri invente adde, et quod collectum fuerit, erit porcio 
circuli ipsius sinus perfecta. 

Si autem porcionem circuli sinus versi volueris, eum de toto sinu 
subtrahe, et remanentis quere porcionem, quam minues de 90 gradibus, 
et quod remanserit, erit porcio circuli illius sinus versi. 

Si vero sinus fuerit plus 150, ex eo sinum totum minue, scilicet 150, 
cuius porcio est 90 graduum, et residui quere porcionem equalem, ut 
ostensum est, quam adde supra 90, et habebis ipsius sinus porcionem 


versam, 
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Tabula kardagarum sinus Tabula kardagarum declinationis 


Minut i Minut i 
Minuta uni- y ; Minuta uni- 
: 7 : Numerus Minuta . . 
Minuta uni- Minuta versitatis . : Minuta de- versitatis 
ae ; kardaga- universi . oe 
versitatis sinus ti clinationis 
ss rum tatis : 
Sinus rectus Declin. recta 


Numerus 
kardaga- 


rum 


150 § 1440 362 0 

111 36 i : 1074 341 703 

7d : { 737 299 1002 

44 2 4338 236 1238 

20 i 202 150 1388 

sinus ; j Declina- 52 1440 [ei] 

versus tionis 
verse 


Incipiunt tabule sinuum et cordarum, ascensionum signorum, nee non 
eclipsium et aliorum quamplurium, quas composuit magister Johannes de 
Lineriis, Picardus, dyocesis Ambianensis anno domini M° cee’ 22°! 
Sequitur Tabula Sinus.*) 


Arcus augmentati per dimi- . . Arcus augmentati per dimi- : . 
: Corde mediate i Corde mediate 
dium gradum dium gradum 


Gr. | m* 


+ 


M” | Gr ™* 


179 30 

0 179 0 
178 30 

0 178 0 
30 177 30 
0 177 0 
30 176 30 
0 176 0 
30 175 30 
LT] 175 0 
30 174 30 


30 104 30 j 

Oo . 104 0 58 4 
30 103830 | 

0 103 i) 27 44 
30 102 30 

0 102 0 53 41 

30 101 30 5 47 44 
0 101 0 | 58 53 51 
30 100 »=30 58 59 

0 | 400 0 | 59 9 18 
30 99, 30 59 10 

0 174 0 0 99 0 | 59 15 40 
30 173 30 30 98 | 30 | 59 20 27 
0 173 0 4 y 0 98 0 | 59 24 50 
30 172 30 82 30 97 30 | 59 29 12 
0 172 0 ‘ || 83 0 97 0 | 59 33 13 
3U 171 30 | 83 | 30 | 96 30 || 59 36 51 
0 171 0 84 0 96 0 || 59 40 16 
30 170 30 ¢ 5: || 84 30 | 95 30 59 43 25 
0 170 0 85 0 | 95 0 | 59 46 18 
30 169 30 i : 85 30 94, 30 | 59 48 54 
0 169 0 2 86 0 | 94 0 59 51 14 
30 168 30 i 86 | 30 93 30 || 59 53 17 
0 | 168 0 q || 87 0 93 0 59 55 4 
30 | 167 | 30 i || 87 30 92, 30 || 59 56 35 
0 | 167 0 13 2 88 0 92 0 || 59 57 49 
30 166 30 14 24 || 88 30 91 | 30 || 59 58 49 
0 | 166 Oo 14 § 55 | 89 0 91 0 || 59 | 59 387 
30 165 30 15 Qe 89 30 90 30 || 59 59 52 
0 165 0 15 31 4 90 0 90 0 ' 60 0 0 


0 
1 
1 
2 
2 
3 
3 
4 
4 
0 
0 


1) Auch hier ist also Jowaxnes pe Linerus ein Picarde aus der Didcese Amiens. 
2) Ich bringe nur die erste und letzte Spalte zum Abdruck. 
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Es folgt die 


welche ich nicht 


Tabula lL 


Gradus 


Altitudinis 


Gr 


So to to te 
owe © 


trp rr 
ac Cte 


. 
gy 


9g 


[63%]30 


Die folgenden 


Tafeln. 


"mbre. 


l 


Partes 


687 
343 
203 
171 
137 
114 
97 
85 
75 
638 
61 
56 
51 
48 
44 
41 
3Y 
36 
34 
32 
31 
29 
28 
26 
») 5 


Daran 


Maxiitian Currze. 


Tabula declinacionis solis ab equatore, 


abdrucken lasse. Auf derselben Seite 


Tmbra 


42 
16 
57 
44 
36 
33 
34 
40 
47 


schlielst 


Blitter 64—73' 


Tabula Umbre. 


Gradus 


Altitudinis 


Umbra 


Partes 


46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
5d 
56 
57 
58 
59 


60 


sich auf Blatt 


19 
19 
18 
17 
17 
16 
15 
15 
14 
14 
13 
13 
12 
12 
12 
11 
11 
10 
10 
10 


‘ 


Vv 
o 


cc - ce ne = So 
Seo Om OS 


ee 


zunichst 


findet 


Gradus 


sich dann aber die 


Altitudinis 


die 


Gr 


a7 <1 4) =) +1 +1 
Om ort 


=] «1 «1 «3 
5 @ =! 


9 
) 


ne 
= Ss 


82 
83 
84 
8d 
86 
87 
838 
38Y 
90 


oben 


Umbra 


! 
Partes M* 
| 


Os = ee ee me Oe 


“ 


~~ Oo OS So 


bo bo 


— i ot ee PS DD 


eocccr 


enthalten die verschiedensten astronomischen 


S. 403) erwiihnte 


Tabula proportionis, welche ich ihres Interesses halber unten ebenfalls zum Abdruck 


bringe. 


Dann folgen, noch auf Blatt 73” beginnend, weitere astronomische Tafeln 


bis Blatt 77°, an dessen Schlulse es heilst: 


Hic est finis tabularum magistri Jouanyis ve Liverus. 


Es miége also hier zuniichst noch die Tabula proportionis folgen. 
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Tabula proportionis. 


Gradus Minuta Gradus Minuta Gradus | Minuta 


portionis proportionis portionis proportionis portionis | proportionis 


| | 
M* 9 ‘ | , 9 1 | 
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8. Die Sinusrechnung des Johannes de Mauris. 


Diese Rechnung findet sich in der nimlichen Handschrift F. I 7 
der Basler 6ffentlichen Bibliothek, aus der ich die Arbeit des JOHANNES 
DE LINERIIS genommen habe. Sie umfafst dort nur die zwei Seiten Blatt 
83° und 84". Dals sie nur eine vereinfachte Abinderung der von AL- 
ZaRKALi tiberkommenen Berechnungsart ist, diirfte einleuchten. Sie ist 
aber, und das mufs wohl anerkannt werden, doch selbstiindig vorgegangen 


und hat sich von der Figur AL-ZARKALis emancipiert. Die Uberlieferung 
in unserer Handschrift diirfte nicht ganz korrekt sein, es ist aber der 


einzige Text der Arbeit, der mir irgendwo vorgekommen ist. Diesen Text 
kannte VON BRAUNMUHL noch nicht.') 


1) Da die Practica Geometriae demonstrata des Dominicus pe Cuavasio, auf 
welche Herr von Braunmiiun a. a. O., S. 107—108 Bezug nimmt, im Vereine mit Paut 
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[83°| Figura inveniendi sinus Kardagarum et aliarum circuli porcionum demon- 
stracione ordinata per Magistrum Johannem de Muris breviori modo et faciliori, 
quo potest tradi. 


Omnes sinus recti incipiunt a dyametro orthogonaliter ab eis secata 
et terminantur ad finem arcus vel porcionis secundate. Ut si ¢ sit prin- 


cipium arcuum, scilicet principium arietis, versus /, tinem geminorum, cd 














Kardage: Sinus rectus: 

ca ca: ad 

ce ae:eg 

ch eh: hi, cui equalis lq 

Cx he: xt, cui equalis en, quia arcus earum 
sunt equales 

cs Es: sv, eni equalis ap 

el sl: lm, totus sinus. 


est porcio data 15 graduum, id est prime kardage, cuius sinus est da, et 
da secat orthogonaliter dyametrum mec et incipit in puncto d, et termi- 


natur ille sinus ad terminum porcionis date in puncto a, et ita de aliis. 


Tannery von mir in den Notices et extraits des manuscrits de la biblio- 
théeque nationale et autres bibliothéques vollstiindig veréffentlicht werden 
wird, so eriibrigt sich wohl an dieser Stelle ein weiteres Eingehen auf sie oder Exzer- 
pieren aus ihr. 
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Unde proprie loquendo primo debet littera nominari, que est supra 


dyametrum, dicendo sie: da, ge, th, ta, vs, ml. Et nota, quod ibi sunt 
sinus collecti kardagarum 1, 2, 3, 4, 5, 6: secundus cum primo, tercius 
eum primo et secundo, quartus cum primo, secundo et tercio, et sic con- 
sequenter. Unde, si a secundo sinu primum subtraxeris, remanet secundus 
per se, et est ille secundus per se ev; et si subtraxeris secundum a tercio, 
tune remanet tercius per se, et est tercius per se hy, et cetera. 

mc semidyameter sinus rectus 150, et latus exagoni equale semi- 
dyametro, cuius medium eg, nota 75 minutorum, et est sinus 30 graduum, 
scilicet duarum kardagarum: eg, ym, ly equales note 75 minutorum, sci- 
licet medietates dyametri. ey, mg equales, que sic note sunt: quadratum 
eg a quadrato em deme, residui radix est ey vel gm, scilicet sinus 60 
graduum vel kardagarum quatuor, 129m*. 54.2%. 14.3%. Deme ey vel 
gm, que sunt note, a sinu toto, scilicet ab mc, que est 150, remanet ge 
nota, et est 20m* 5, 2° et 46. 3°; cuius quadratum iunge cum quadrato 
eg, que nota est prius, et producti radix est ec, corda 30 graduum, cuius 
medietas eco erit nota, et est sinus 15 graduum, id est prime kardage, 
scilicet 38m* 49. 2" et 22. 3*, cui equalis,est ad. Dico quod ec et ab 
sunt equales, quia sunt corde 30 graduum, ergo eorum media sunt equalia, 
scilicet co et ad, ergo ad sic fit sinus prime kardage, et est 44 minuta 
52. 2* et 19.3%. Item quadratum mc, id est sinus totius, dupla, a quo 
extrahe radicem, nota le et hk equales kardage, cum sunt corde 90 gra- 
duum, ergo et earum media sunt equalia, scilicet /q et hi, que sunt sinus 
45 graduum vel trium kardagarum. Sinus ergo omnium kardagarum 
noti sunt, et fundantur omnes hee demonstraciones super 46°" libri primi 
EucLipIs, que est: In omni triangulo rectangulo ete.*) 

ap, md prius sunt note, ergo md deme de toto sinu mc, et remanet 
de nota, et est 5m* 6. 2* et 41. 5°, cuius quadratum iunge cum quadrato 
ad, prius nota: radix producti est ac, corda scilicet 15 graduum, cuius 
medium est sinus 7 graduum et 30 minutorum, qui est 19m* 34, 2* 44. 3%. 
Cuius sinus quadratum deme a quadrato tocius sinus, scilicet semidyametri, 
et radicem- residui deme a toto sinu, et quod remanet, nota bene, et illius 
quadratum iunge cum quadrato sinus 7 gr. et 30 m*: radix vero producti 
est corda 7 graduum et 30 minutorum, cuius est mi nota. Deme mi ab 
me, que est semidyameter, et remanet ic, cuius quadratum iunge cum 
quadrato hi; radix erit he, corda 45 graduum, cuius <medietas est sinus 
medietatis 45 graduum, scilicet 22 graduum et 30 minutorum, cuius> 
sinus huius quadratum deme a totius sinus quadrato et residui deme radi- 
cem a toto sinu, et quod remanet nota bene, et illius quadratum iunge 


1) Es ist der Lehrsatz des Pyrnacoras. 
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cum quadrato sinus 22 graduum et 30 minutorum, et radix producti erit 


corda 22 graduum et 30 minutorum, cuius medium est sinus 11 graduum 


gs 
et 15 minutorum. {s4"| Item sv est nota sinus 75 graduum, id est 5 karda 
garum, ergo quadratum sv deme a quadrato ms, scilicet totius sinus. 
Radix residui est mv, qua dempta ab mec remanet vc, cuius quadratum 
iunge cum quadrato sr; radix quoque erit sc, corda 75 graduum, cuius 
medietas est sinus 37 graduum et 30 minutorum, cuius sinus huius qua- 
dratum deme a quadrato totius sinus, et residui radicem deme a toto 
sinu, et quod remanet nota bene. Et illius quadratum iunge cum quadrato 
sinus 37 graduum et 30 minutorum. Radix vero predicti erit corda 37 
graduum et 30 minutorum, cuius medietas est sinus 18 graduum et 45 
minutorum, etc., cuius medium etc. Hoc est dictum quia eodem modo, 
quo invenitur per sinum 75 graduum eius corda, cuius medium est 
sinus medietatis 75 graduum, ita per sinum medietatis 75 graduum, scilicet 
37 graduum et 30 minutorum, invenitur corda medietatis 75 graduum, 
scilicet 37 graduum 30 minutorum, cuius medietas est sinus medietatis 
medietatis 75 graduum, id est medium 37 graduum et 30 minutorum, scilicet 
18 graduum et 45 minutorum. Ita adhuc per sinum 18 graduum et 45 
minutorum, qui modo notus est, invenitur eius corda, cuius medietas erit 
sinus medietatis 18 graduum et 45 minutorum, scilicet 9 graduum 22 
minutorum 30 secundorum, et sic usque ad indivisibilia. 

Si vero tabulas sinus habueris super semidyametrum divisum in 150 
partes, et eam volueris convertere ad simus super semidyametrum divisum 
in 60 partes, sic age. Pone 150 numerum primum, pone aliquem sinum 
convertendum secundum, et 60 pone tertium, illum quem quaeris sinum 
quartum ignotum; due secundum in tertium, et dividere debes productum 
per primum, et exibit quartum. Sicut iste sinus 129 minuta 45 secunda 
14 tertia, cuius semidyameter circuli sui est 150 minutorum, et eius sinus 
portio est 60 graduum, scilicet 4 kardagarum, sit convertendus in sinum, 
cuius cireuli semidyameter est 60 graduum, pone 150 primum deinde 129. 


45. 14 pone secundum, et 60 pone tertium: tunc operare per regulam 


quatuor proportionalium, exit 52. 57. 42, quod est propositum. 


Explicit declaratio figure prescripte. 





Uber die Lésung einiger Aufgaben im ,,Tractatus de numeris 
datis* des Jordanus Nemorarius. 
Von 
Wertheim in Frankfurt a. M. 


Bekanntlich hat Jorpanus Nemorarivs in seinem Tractatus de 
numeris datis von dem einfachen falschen Ansatz vielfach Gebrauch 
gemacht. Eine einfache Aufgabe, in der das geschieht, wird von CANTOR 
auf Seite 70 des Il. Bandes seiner Vorlesungen besprochen. Bei zwei 
ns Aufgaben (Nr. 56 u. 57 in der Ausgabe von P. TREUTLEIN'), 
Nr. 27 u. 28 des 2. Buches in der von M. Currzr*)) sagt CANTOR, sei 
die Anwendung des falschen Ansatzes viel verwickelter. Das ist sie aber 
nur, wenn man sich, wie CANTOR es anscheinend thut, an die Lésungen 
hilt, welche CurtTzeE aus dem etwas unklaren Text mit einer gewissen 
Willkiir herausgelesen hat. 

JorDANUS erklirt ausdriicklich, wie CAnror auch hervorhebt, er 
bediene sich bei der Lésung einer arabischen Methode. In der That 
findet sich die erste der beiden Aufgaben (die zweite ist im wesentlichen 
dieselbe) in der Algebra des ALKARKHi*), und dieser hat sie dem Dto- 
PHANT*) entnommen. ALKARKHI schliigt bei der Lésung auch denselben 
Weg wie Dioruant ein, und ihnen ist offenbar JorDANUS gefolgt. 

Ks sollen vier Zahlen I, II, II, [V gefunden werden, welche den 
Bedingungen 


ra? 
i> 


| n+ 
V+ eat 


+ TT+ IV 


Paes 


geniigen. 


1) Abhandl. zur Gesch. der Mathem. 2, 1879, S. 153. 


2) Zeitschr. fiir Mathem. 36, 1891; Hist. Abt. S. 61. 
3) F. Worrcxe, Katrait du Fakhri (Paris 1853), 8S. 97. 


, 
4) I, 28. Siehe Seite 34 meiner Ubersetzung. 













































118 G. Werrnem. 


Man wiihlt eine Zahl, welche durch einige der vorkommenden Divi 


soren teilbar ist, etwa 12, und setzt 


(2) I=2, I+M1+1IV=.L. 


Dann wird die linke Seite der ersten der Gleichungen (1) gleich « +- 6, 


und da alle linken Seiten gleich sind, so muls auch jede der iibrigen 





gleich « + 6 sein. Es ist also zuniichst 


Il {eeu ne de, 


und hieraus folgt der Reihe nach 
3-1+14+ 01+ 1V = 32+ 18, 
2-I+a¢+ U1 +014 IV =32+4 18, 
29l+2+12 3a + 18, 
(3) I = «+3. 
Auf dieselbe Weise ergiebt sich aus den beiden letzten der Gleichungen (1) 
(4) WI—w«+ 4, 
(5) IV=r-+ 4}. 
Die Addition von (3), (4) und (5) liefert bei Beriicksichtigung von (2) 


3x + 111 = 12, 


| 


| 


und daraus folgt 


fT == 1 . 
6 
Die gesuchten Zahlen wiiren danach 
1 Q1 i 1 | 1 
a> OG, +E, 4; Te" 


Fiir diese Werte wiire aber die linke Seite jeder der Gleichungen (1) nur 
62 |= «+ 6], wihrend sie gleich 37, also 6mal so grofs sein soll. Die 
wirklichen Werte der gesuchten Zahlen sind somit 

1, 19, 25, 28. 

Wie man sieht, ist diese ganz nach ALKARKHi oder DIOPHANT ge- 
fiihrte Lésung nicht nur selbst iiulserst einfach, sondern es ist bei ihr 
auch die Anwendung des falschen Ansatzes durchaus nicht verwickelt. 
Sie enthilt zudem alle im Text des JorpANUs vorkommenden Hilfszahlen. 
Eine Ubersetzung dieses méglicherweise recht verdorbenen Textes ist sie 
freilich nicht; das ist aber ebensowenig die von CURTZE gegebene schwer 
verstiindliche und auf einer durchaus willkiirlichen Annahme_ beruhende 
Lésung. 

Noch eine dritte Aufgabe, Nr. 24 desselben Buches, mége folgen, da 
CurTzE an der Liésung derselben, wie JoRDANUS sie giebt, vollstiindig 
verzweifelt. Nachdem CurrzE die Gleichungen auf Grund des Textes 
aufgestellt hat, sagt er: ,,.Der Text, wie er vorliegt, ist im seinen spiateren 
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Teilen absolut unverstiindlich*. Er nimmt dann eine kleine Umformung 


der Gleichungen vor und fihrt fort: ,Alles Ubrige ist jedenfalls so ver- 


dorben, dafs der weitere Sinn nicht zu entritseln ist. Auch das Bei 

spiel ... giebt fiir die Art der Lésung nicht geniigende Fingerzeige“. 
Ich gebe jetzt die Lésung nach dem Text des Jorpanus; die Ge- 

wandtheit dieses grofsen Mannes wird dann in hellem Licht erstrahlen. 
Es sollen vier Zahlen gefunden werden, welche den Gleichungen 


(1) [4+6=i (1+ 11+ IV), 
(2) I’+6=+(14+ I+ IV), 
(3) il+6—;(1+0+ IV), 
(4) V+6=I1+0-4T1 
geniigen. 
Wird (1) mit 4 und (2) mit + multipliziert, so folgt 
71+ 6) = (I+ Il + IV), 
‘(1+ 6)=5(1+ 1+ IV), 
oder, wenn in jeder dieser Gleichungen beiderseits § addiert wird, 
+(1+6)+$=—=13(1+6)4+ 3 (01+ IV), 
,(d+6)+ 5 =—5(1+6)+ 4 + IV). 
Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten und Vereinigung 
der Glieder in I+ 6 und derjenigen in (II + 6) erhilt man 
G+4)70+ 6)=—=¢G+24) 1+ 6), 
und da ($+ 1):(¢ + 4) = 2h ist, so ergiebt sich 
(5) IT + 6 = 24 (I + 6). 
Wird weiter (1) mit 2 und (3) mit + multipliziert und beiderseits * 
addiert, so erhalt man 
>71+6)4+ §$=;d+6) + 5 d1+I1V), 
(d+ 6)4+f=],10+6+4+ ,d1-+ IV), 
woraus wie oben 
G@+)04+6=2¢4 )0d1+6) 
oder 
(6) III + 6 = 33 (I + 6) 
folgt. 
Endlich wird (1) mit 1 und (4) mit + multipliziert und beiderseits 
* addiert. Man erhiilt 
i+6)+&=+(1V+6)4+ } (11+ ID, 
y IV+6)+5=—70+6)+5,0+4+ 0, 
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und daraus weiter 


(1 + Yyi+6)—=G+ 4) cv + )) 


oder, da 11:2 —5 ist, 


4 9 


(7) IV+6=5(I14 6). 


Die Addition der Gleichungen (5), (6), (7) liefert 
+ Wi+1V + 18 = 114 14 6), 


und da naeh (1) 


+ il+I1V =—9(I+ 6) 


ist, so muls 


also 


sein. Dann geben die Gleichungen (5), (6), (7) der Reihe nach 


HW—14, DI —24, [V =— 34. 





Uber Leibnizens Thitigkeit auf physikalischem und 
technischem Gebiete. 


Von 
E. Gerland in Clausthal. 


Ks ist ein erfreuliches Zeichen unserer Zeit, dafs auch in den Wissen- 
schaften, die naturgemiils mehr Gewicht auf ihren Inhalt, als auf die Art, 
wie er erhalten ist, legen, in der Mathematik und den Naturwissenschaften, 
das Interesse an ihrer geschichtlichen Entwickelung fortwihrend im 
Wachsen begriffen ist. Nicht nur in dem Erscheinen grélserer und 
kleinerer historischer Arbeiten tritt es zu Tage, auch ,,in der pietiitvollen 
Riickschau auf die Verdienste der Bahnbrecher der Wissenschaft“ zeigt es 
sich, wie Lampe?) in seinem Uberblick der Fortschritte der reinen Mathe- 
matik in den Jahren 1884—1899 mit Recht hervorhebt. Er konnte sich 
darauf berufen, dafs man in Deutschland, Frankreich und England die 
gesammelten Werke der grofsen Mathematiker herausgegeben und so 
weiteren Kreisen zugiinglich gemacht hat, dafs in Italien die Werke von 
GALILEI, in Holland die von HuyGens erschienen oder im Erscheinen 
begriffen sind. Wenn er dann weiter erwiihnt, dafs die Norweger schon friiher 


diese Pflicht der Dankbarkeit ihrem grofsen Landsmanne ABEL gegeniiber 


erfiillt haben, so hiitte er ebenso darauf hinweisen kénnen, dals auch die 
Berliner Akademie der Wissenschaften diese Pflicht ihrem Stifter gegeniiber 
keineswegs versiumte, dafs man ihrer Unterstiitzung vielmehr die Her- 
ausgabe der mathematischen Schriften Letpnizens durch GERHARDT 
verdankt. 

Kine Gesamtausgabe der Werke des grofsen Deutschen steht aber 
noch aus. Ein Vorwurf diirfte jedoch deshalb seinem Vaterlande nicht 
gemacht werden, weil die Herausgabe der Arbeiten eines Mannes, der 
selbst eine Akademie darstellte, nur durch das Zusammenwirken vieler 
moglich ist. In dieser Hinsicht aber ist bereits vieles geschehen. So 
liegen u.a. seine mathematischen Schriften bereits, wie erwihnt, zur Be 


1) E. Lamper, Die reine Mathematik in den Jahren 1884—1899. Berlin 1899, 5S. 12. 
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nutzung vor, und dasselbe gilt auch von einer Reihe seiner Arbeiten auf 
physikalischem und technischem Gebiete, aber hinsichtlich dieser bleibt 
noch viel zu thun, und wenn auch in der von TRAUMULLER und mir ver- 
fasten Geschichte der physikalischen Experimentierkunst (Leipzig 1899) auf 
eine Reihe von ihnen eingegangen ist, so diirfte es doch von Interesse 
sein, eine Ubersicht der dahin gehérigen Arbeiten LEIBNIZENS zu liefern 
und ihren Inhalt kurz anzugeben, was im Folgenden versucht werden soll. 

LEIBNIZENS Arbeiten physikalischen und technischen Inhalts lassen 
sich in drei Gruppen teilen. Die erste Gruppe umfalst meist grdfsere 
Arbeiten theoretischer Natur, die zweite seine eigentlichen experimentellen 
Arbeiten, die dritte endlich, wenn man will, Entwiirfe zu solchen, vielfach 
nur hingeworfene Ideen, wie sie durch Bediirfnisse des tiglichen Lebens 
oder Arbeiten zeitgendssischer Forscher angeregt worden waren. Die 
hinterlassenen Manuskripte LrEibNizens, die den folgenden Mitteilungen 
zu Grunde liegen, finden sich wohlgeordnet in der kéniglichen 6ffentlichen 
Bibliothek zu Hannover. 

Von den der ersten Gruppe angehérigen Arbeiten mégen hier nur 
die Titel angefiihrt werden; da ihr Inhalt mathematisch-physikalischer 
Natur ist, scheiden sie von selbst aus der vorliegenden Mitteilung aus, 
Es sind die folgenden: 

1) De soni generatione, propagatione et expressione in organo Mecha- 
nice explicata; excerpta ex Epistolis G. G. L. ad viros quosdam clarissi- 
mos, qui in Germania, Galliaque idem argumentum versant. 

2) De vibrationibus aéris tensi. 

3) G. G. L. Cogitationes novae quomodo formetur sonus et per aérem 
propagetur, atque in organo auditus exprimatur (wahrscheinlich 1681 
einem Briefe an SCHELHAMMER beigelegt; der Schlufs ist wohl 1683 
umgearbeitet). 

4) Problemata optica Nova reperta a G. G. L. probl. 1. Efficere ut 
omnes radii a quolibet puncto dato objecti dati ad puncta superticiei 
objectivae aequidistantia 4 puncto dato colligantur in unum punctum. 

5) De tuborum opticorum perfectione. 

6) Nova Demonstratio Legum Refractionis quae in Lumine obser- 
vantur. 

7) Caleulus Refractionum. 

8) Demonstratio Legum Reflexionis et Refractionis. 

9) Leges Keflexionis et Refractionis demonstratae. 

10) Cartes explicatio Kefractionis. 

11) Primarii problematis Diophili hactenus a nemine soluti con- 
structionem traditurus, ab initio orsus prima Catoptricae Dioptricaeque 


fundamenta ad suas causas revocata, quae hactenus observatione potius 
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quam firmis rationibus stabilita erant. Quod duobus capitibus praestabo 
et primo capite explicabo per causam finalem seu per scopum naturae 
operantis, secundo per efficientem seu modum quod natura operatur. 

12) Problema dioptricum insigne et generalissimum. 

13) Invenire Lineam refractoriam (Dezember 1681). 

14) Caleulus dioptricus (November 1679). 

15) De gubernaculis navium. 


16) Aestimare vim venti vel fluminis velocitatem aut navis in aqua 
non currenti cursum, ope penduli. 

17) Observatio mechanica de Resistentia Irictionis. 

Hierzu wiirden noch eine Reihe von Aufsiitzen, die LEIBNIZ selbst in 
den Acta Eruditorum veréffentlicht hat, zu rechnen sein. 

Zur zweiten Gruppe gehéren die folgenden: 

1) Die Rechenmaschine, welche er bereits ein Jahr friiher entworfen 
hatte, als er 1672 gelegentlich seines Aufenthaltes in Paris die Rechen- 
maschine von PascAL kennen lernte. Dadurch wurde er wohl angeregt, 
Seine Maschine hat vor der Pascauschen 
voraus, dafs sie nicht nur Addieren und Subtrahieren, sondern auch Multi- 
plizieren und Dividieren konnte. Wiihrend der Jahre 1676—1694 wurde 
sie von dem Mechaniker OLIVIER anfangs in Paris, dann in Hannover, 
wohin ihn LerBNIZ 1680 kommen liels, verfertigt; ihre Herstellung soll 
der Uberlieferung zufolge einen Kostenaufwand von 2400 Thaler erfordert 
haben. Da sie aber bald reparaturbediirftig wurde, so wurde sie zur 
Ausbesserung einem Mechaniker in Helmstedt iibergeben mit dem weitern 
Auftrag, noch eine zweite nach dem Muster der ersten anzufertigen. Aber 


seinen Plan nun auszufiihren. 


es gelang weder die erste wieder in Stand zu setzen, noch die neue zur 
Vollendung zu bringen. Wahrscheinlich ist es die erste Maschine, welche 
jetzt in der Bibliothek in Hannover aufbewahrt wird, nachdem sie Jahre 
lang in Gottingen gewesen war. Die THomassche Rechen- 
maschine ist ihr so iihnlich, dafs man sie eine verbesserte LEIBNIZsche 
nennen konnte und GERKE') den Verdacht aussprechen zu miissen glaubt, 
dals THomMAsS LEIBNIZENS Maschine gekannt habe. 

2) Viel bedeutsamer waren die weiteren hierher gehérigen Arbeiten 
LEIBNIZENS, von denen freilich nur noch die schriftlichen Nachrichten 
librig geblieben sind. Sie verfolgten den Zweck dem Mangel an Auf- 
schlagwassern, der sich in den Bergwerken des Oberharzes in unliebsamer 
Weise geltend machte, abzuhelfen, und suchten ihm durch Benutzung der 


bekannte 





> 
1) Gerke, Die Leipnizsche Rechenmaschine. Geitschr. fiir Vermessungs- 
wesen IX, 1880, S. 305. 
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Windkraft entgegenzuarbeiten.') Nach LEIBNIZENS urspriinglichem Plane 
sollte das in der Weise geschehen, dals Wasser, welches arbeitsverrichtend 
auf ein niederes Niveau gesunken war, so oft es ging, mit Hiilfe von 
Windmiihlen wieder auf seine friihere Hiéhe gehoben wurde. Es war 
LEIBNIZENS eigne Schuld, dafs diese in ihrer Kinfachheit und Zweck- 
miilfsigkeit einleuchtende Idee nicht zur Ausfiihrung gelangte, sondern 
durch eine andere ersetzt werden mulste. Da er seinen schiénen Gedanken 
nicht, ohne eine entsprechende Gegenleistung zu erhalten, Preis zu geben 
gedachte, so liefs er sich zuniichst nur die Erlaubnis erteilen, an einer 
Grube des Oberharzes mit Hiilfe der Kraft des Windes die Grubenwasser 
zu heben und trat erst mit seinem wirklichen Plane hervor, als ihm fiir 
den Fall des Gelingens eine jihrlich zu zahlende ,,Ergiétzlichkeit* von 
beiliufig 1200 Thlr. gegen den Willen der Bergwerksleitung zugesagt 
worden war. Diese Summe schien aber der genannten Behirde im Ver- 
gleich zu der grolsen EKinfachheit der Idee nach deren Bekanntgebung 
allzuhoch und sie suchte sich von der aufgelegten Last zu befreien, indem 
sie von dem hannoverschen Hofrate die Lisung der Aufgabe in der Weise 
forderte, wie sie dessen Aulserungen verstanden hatte, niimlich anstatt 
mit einem Wasserrade mit einer Windmiihle die Schachtpumpen zu_be- 
treiben. Leripniz suchte vergeblich diese Forderung, deren Unerfiillbar- 
keit er einsah, abzuwehren. Denn die herzogliche Entschlielsung schlich- 
tete 1680 den entstandenen Streit dahin, dals die Sache sowohl nach 
Ansicht des Bergamtes, als auch nach Ansicht LEIBNIZENS versucht wer- 
den sollte. Wollte Lemniz also seinen Plan ausfiihren, so mulste er 
zunichst den von seinen Gegnern angenommenen ins Werk setzen, und 
so liefs er denn unter seiner persdnlichen Leitung Windmiihlen und 
Pumpen anfertigen und in dem ihm zum Versuche angewiesenen Schachte 
auistellen. Aber der Widerwillen, mit dem die Arbeiter an das Werk, 
zu dem sie von vornherein kein Vertrauen hatten, gingen, die Ungunst 
der Witterung, die um so grilser war, als Leipniz zur Anstellung seiner 
Versuche die ungeeignetste Jahreszeit hatte wiihlen miissen, liefsen sie 
bald ins Stocken geraten und der den streitenden Parteien aus allen diesen 
Ungelegenheiten erwachsende Arger war so grols, dals beide froh waren, 
als eine herzogliche Verfiigung vom 4. April 1685 die Arbeit einzustellen 
befahl. Dadurch war aber fiir Leiniz die Méglichkeit geschwunden, 
seinen eigentlichen Plan auszufiihren; er ist fiir immer liegen geblieben. 

Ein wie vollstiindiger Milserfoly diese Versuche in den Augen der 
Mitwelt scheinen mochten, fiir LerBpNIzZ waren sie es nicht. Er hatte 


1) v. Tresra, Bergbaukunde 1, 1789, 8. 305 tf = Grertann, Berg- und Hiitten 


miinnische Zeitung 1898, 8S. 225 und 243 
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seine Erfahrungen gemacht und legte diese bereits 14 Tage nach Been- 
digung der Arbeiten, am 20. April 1685, in einer Notiz nieder, von der 
es immer zu bedauern sein wird, dafs sie erst in unsern Tagen veréffent- 
licht wurde. Enthiilt sie doch zwei der wichtigsten Ertindungen, die von 
der Maschinentechnik, namentlich in Bergwerken, liingst mit dem gri{sten 
Krfolge angewendet werden, nachdem beide, freilich viel spiiter noch 
einmal gemacht worden sind, die Ertindung des Akkumulators und die 
von Maschinen, welche ruhig weiter gehen kénnen, selbst wenn ihr 
geometrischer Zusammenhang fiir eine beliebige Zeit aufgehoben wird. 
Zugleich gewiihrt uns diese Notiz einen interessanten Kinblick in die Art, 
wie LEIBNIZ arbeitete. Nach Stellung der Aufgabe, legt er die eigen- 
tiimlichen Schwierigkeiten dar, die ihre Lésung erfordert und beginnt erst 
dann mit der Aufstellung seiner Entwiirfe. Der erste von ihnen ist noch 
recht unbeholfen. Wiihrend er ihn niederschreibt, fillt ihm ein, ,,wie zu 
der sach noch kiirzer zu gelangen und ein grofses theil der weitliufftig- 
keit abzuschneiden“ sei. So iindert er mehrmal den Entwurf ab und erst 
die letzte Abiinderung befriedigt ihn so, dals er sie ein ,.Jmventum mira- 
bile et summi momenti“ nennt, eine Ansicht, in der ihm die Entwicklung 
der Technik nur Recht gegeben hat.) 

Dieser letzte Entwurf besafs ein elliptisches Zahnrad mit senkrechter 
Axe, welches in zwei direkt auf den das Feldgestiinge wirkenden Wellen 
lings Schraubenlinien aufgesetzten Ziihnen eingreifen und sie so drehen 
sollte. Da aber eine jede dieser Wellen nur auf ihrer einen Hiilfte Zihne 


trug, so war sie nur im Stande ein auf ihr befestigtes Rad um 180° zu 


-drehen. Das geniigte jedoch, um ein mit ihr verbundenes Gewicht von 


seinem niedrigsten auf seinen héchsten Stand zu heben. Dort angekommen 
sank es wieder herab, und nahm dabei in freier Bewegung die Welle 
mit, deren keine Ziihne tragende Hiilfte ja nun sich unter dem ellipti- 
schen Rade hinweg bewegte. Dabei hob es aber auch mittelst Daumen, 
die an der anderen Seite des auf der Welle befestigten Rades angebracht 
waren, den einen Hebel des Feldgestiinges, das die Pumpen bewegte, 
empor und driickte zugleich den andern herab. Dies geschah stets mit 
derselben Geschwindigkeit und wenn dann das Gewicht an seiner tiefsten 
Stelle angekommen war, so wurde es wieder gehoben, sobald die Ziihne 
des elliptischen Rades wieder mit den auf der Welle sitzenden in EKingriff 
kamen. Dazu mufste dieses unterdessen eine halbe Umdrehung gemacht 
haben, und die Zeit, wiihrend welcher das Gewicht auf seiner tiefsten 
Stelle verharrte, hing von der Geschwindigkeit ab, mit der der Wind 


die Windmiihle bewegte. So geschah das Pumpen stets mit derselben 


1) Gertanp, Berg- und Hiittenmiinnische Zeitung 1400 
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Geschwindigkeit, wiihrend die Pausen zwischen den einzelnen Hiiben 
ungleich lang sein konnten. (Ganz ebenso erfolgte die Bewegung der 
zweiten Welle und ihres ebenfalls ein geniigend schweres Gewicht tragen- 
den Rades. Eine zu der rohen Skizze von LEIBNIZ zugefiigte Bemerkung 
macht es wahrscheinlich, dafs der grifsere Hebelarm des elliptischen Rades 
dann auf das Getriebe wirken sollte, wenn auch das Gewicht am grilseren 
Hebelarm angriff. Aus der Skizze selbst folgt es allerdings nicht. 

3) Wenn nun auch diese Versuche zu keinem Ergebnisse fiihrten, so 
hinderten sie gleichwohl nicht, dals Lerrniz bereits im folgenden 
Jahre 1686 und spiiter 1695 in einer Clausthaler Grube andere ausfiihren 
konnte, mit denen es freilich nicht besser ging, wie mit den geschilderten. 
Diese hatten die Verbesserung der Erzférderung zum Zweck, und wenn 
wir auch iiber sie nicht so gut unterrichtet sind, wie iiber jene, so kinnen 
wir uns doch ein ziemlich zutreffendes Bild iiber Letpnizens Absichten 
machen.') Wihrend die Pumpen durch Wasserriider getrieben wurden, die 
sich stets in einer Richtung drehten, so erforderte die Férderung die An- 
wendung von Kehrridern, Riidern mit doppelter Schaufelreihe, auf die aus 
zwei Schiitzeniffnungen des Gerinnes, die abwechselnd geitfnet und ge- 
schlossen wurden, Wasser gegeben werden konnte. Indem aber die 
Schaufeln der einen Reihe umgekehrt gestellt waren, wie die der andern, 
drehte sich das Rad in dem einen oder andern Sinne, je nachdem die eine 
oder die andere Schiitzendffnung freigelegt wurde. Das vorhandene Wasser 
reichte aber fiir den Betrieb der Pumpen und die Férderung nicht aus und 
so mulste diese mit Menschen- oder Pferdekraft geschehen. Der Plan, den 
Lempniz verwirklichen wollte, ging nun dahin, die Férderung auch mit einem 
uur in einem Sinne umlaufenden Rad zu erméglichen und so durch bessere Aus- 
nutzung des Wassers das Pumpen und Férdern durch die niimliche Wasser- 
kraft zu ermiglichen. Dazu wollte er die beiden Taue, an denen zu 
beiden Seiten einer auf die Welle aufgekeilten Seiltrommel die Forder- 
tonnen hingen, durch eine Kette ohne Ende ersetzen, die iiber die Trommel 


gehen sollte, und auf diese Weise auch dem Ubelstand abhelfen, der darin 


lag, dafs das Gewicht des die leere Tonne tragenden Taustiickes um so 
grésser wird, je tiefer die Tonne sank, wiihrend das Umgekehrte mit dem 
die volle Tonne tragenden stattfand, und dafs durch diese fortwiihrende 
Anderung der Belastung die Einhaltung einer gleichmiissigen Bewegung 
sehr erschwert werde. Damit die Tonne dann gestiirzt und entleert werden 
konnte, sollte sie mittels ees Mechanismus an der Kette befestigt werden, 
der wie die Aufziehvorrichtung der Taschenuhren aus mehreren Riidern 


und einem Sperrhaken so zusammengesetzt war, dals die Tonne sich nur 


1) Gertanp, Berg- und Hiittenmiinnische Zeitune 1900 
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in einer Richtung drehen konnte. Leider fehlen genauere Angaben iiber 
die Eimrichtung dieses Mechanismus. Doch wissen wir, dafs die neue 
férderungsweise unter LEIBNIZENS Leitung in Clausthal hergestellt und 
gepriift worden ist und sich als brauchbar erwiesen hat. Man machte ihr 
seitens der Arbeiter freilich den Vorwurf, dafs sie langsamer arbeite, wie 
die altgewohnte, einen Vorwurf, den LerBniz, auf seine eigenen Beobach- 
tungen gestiitzt, bestreitet. Wiire er aber auch berechtigt gewesen, es 
hiitte das bei der ungewohnten Arbeit wohl kaum iiberraschen kénnen, 
ebensowenig wie der Umstand, dals die sich nach oben bewegende Tonne 
zum Ofteren unterhakte, da ja der Versuchsschacht fiir diese Art Férderung 
nicht eingerichtet und dafiir wohl nicht geriiumig genug war. Von LeIb- 
NIZENS Pumpenentwiirfen, von denen einer im Zusammenhang mit diesen 
Versuchen gepriift wurde, soll sogleich die Rede sein. Alle diese Ent- 
wiirfe sind tiber das Versuchsstadium nicht hinausgekommen. 

4) Das niimliche gilt von eimem anderen Versuche, der auch in diese 
Gruppe gehért und die Verbesserung der Wagen zum Zweck hatte. Da- 
mit hatte sich bereits in den Jahren 1666-—1668 HuyGens_ beschiiftigt 
und mit seem Schwager DousBLet, dem er die Abbildungen der neuesten 
Pariser Modelle mitteilte, dariiber korrespondiert.') Wiahrend es sich aber 
bei diesen Erérterungen um die zweckmiissigste Form der Kutschwagen 
handelte, so beabsichtigte Lrempniz die wichtigere Aufgabe zu lésen, Ar- 
tillerie und sonstiges schweres Fuhrwerk auch auf schlechtem Wege oder 
erweichtem Boden leicht und sicher fortzubringen, eme Aufgabe, die fiir 
die Kriege, welche damals, so zu sagen, an der Tagesordnung waren, die 
grisste Wichtigkeit hatte. Anfangs dachte er daran, die eigentlichen 
Riider in solchen von viel gréfserem Durchmesser laufen zu lassen, die 
mit einem breiten Radkranz versehen waren, um das zu tiefe Eindringen 
in den Erdboden zu verhindern und die beim Uberschreiten von Steinen 
unvermeidlichen Stéfse zu mildern. 1687 suchte er dann unter die Rider 
eine Art von Schemel zu stellen, die der Wagen selbst immer wieder 
aufnahm und von neuem niedersetzte. Das Modell dieses Fuhrwerks, das 
miglichenfalls eine sorgfiltig ausgefiihrte in Hannover aufbewahrte Skizze 
darstellt, liess er in Scharzfeld anfertigen, doch wurde es, wie aus einem, 
leider nicht mit seinem Namen versehenen Schreiben des Verfertigers her- 
vorgeht, nicht vollendet. Erst viel spiiter kam Leispyiz auf einen Ent- 
wurf, der ihn, seiner Niederschrift vom 27. Mai 1697 nach zu urteilen, 
mehr befriedigte, der aber niemals ausgefiihrt worden zu sein scheint. 
Statt zweier sollten auf jeder Axe des Fuhrwerks vier Rider sitzen, 


die auf vier in ihrer Lingsrichtung verschiebbaren schienenartigen Balken 


1) Huygens, Oeuvres complétes VI (La Haye 1895). 
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laufen sollten. Bei der Fortbewegung des Wagens durch die Pferde sollten 
diese Balken immer so hingelegt und dann wieder vorgeschnellt: werden, 
dals abwechselnd die innern, abwechselnd die iiussern der vier Rider auf 
ihnen liefen. Um dies méglich zu machen, war jedes der vier Hinterriider 
mit einer Seilscheibe vom doppelten Durchmesser des Rades gekuppelt, 
die sich mit um die Radaxe drehte und iiber welche je ein an den Enden 
der Balken befestigtes Seil ging. Da nun die Riider frei auf den Axen 


liefen, die Seile von den innern Seilscheiben aber zu den iiufsern Balken 


gingen und umgekehrt, so mulste das Seil sich auf die auf den Balken 


rollenden Riider aufwickeln und dadurch den freien Balken nachziehen, 
wihrend das am festen Balken befestigte Seil sich abwickelte. Dieser 
Vorgang wiederholte sich fortwihrend, doch sollte, damit die Riider auf 
den Balken nicht gleiten konnten, auf diese eine Schnur oder eine Kette 
gelegt werden. Die Schilderung der Art, wie Leibniz den weiteren tech- 
nischen Schwierigkeiten zu begegnen gedachte, wiirde hier zu weit fiihren. 
Erscheint auch der Plan nach dem jetzigen Standpunkt der Technik un- 
beholfen, ja abenteuerlich, so ist doch darauf hinzuweisen, dafs die Land- 
wirtschaft gegenwiirtig Lokomobilen benutzt, die sich ihre Schienen selbst 
legen, dafs noch im neunzehnten Jahrhundert man versuchte, die Loko- 
motiven sich durch Stelzen fortarbeiten zu lassen, deren Bewegungen die 
der Beine eines vor den Zug gespannten Pferdes nachahmten. 

5) Zu dieser Gruppe der LErBNizschen Arbeiten sind noch die Ver- 
suche zu rechnen, welche er mit der ihm auf seine Bitte von Orro von 
GUERICKE tibersandten Schwefelkugel 1671 machte und die ihn den elek- 
trischen Funken zum ersten Male beobachten liefsen'), den also er und 
nicht der Engliinder WaLL zuerst gesehen hat.*) 

Die iibrigen Entwiirfe Letpnizens bilden die dritte der oben autge- 
stellten Gruppen. 1) In ihr nehmen die Pline zur Verbesserung der 
Pumpen den grifsten Raum ein, deren Wirkungsgrad er durch méglichste 
Verminderung der Reibung zu erhéhen gedachte. Am einfachsten schien 
das mit Hilfe von Kolben ohne Liderung zu erreichen, die einen so kleinen 
Raum zwischen ihrer Oberfliiche und der Cylinderwand lielsen, dals die 
Menge Wasser, welche hier durchgehen konnte, gegen die gehobene nicht 
ins (iewicht fiel. Ein solecher Kolben bedurfte aber einer besonderen 
Leitung und diese wollte Leipniz anfangs mittelst eines durch den Kolben 
gehenden Stabes erreichen, zog es aber spiiter vor, die Kolbenstange unter 
dem Kolben anzubringen und von oben mit Hilfe eines zweiarmigen Hebels 


1) Gertanp; Electrotechnische Zeitschrift IV, 
vanp und Tracmitier a. a. O. 8. 151. 


2) Pogcenporrr, Geschichte der Physik (Leipzig 1879) 8. 834. 
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in Bewegung zu setzen. Bei einer solchen Anordnung schien es aber aus 
demselben Grunde, der dies schon bei der doppelt wirkenden, als Feuer- 
spritze dienenden Druckpumpe des Altertums hatte wiinschenswert  er- 
scheinen lassen, geboten, an der Miindung des Steigrohrs in den Stiefel 
ein sich nach oben 6ffnendes Ventil anzubringen, wiihrend das bei der 
gewOhnlichen Konstruktion der Saugpumpe unten befindliche wegfallen 
konnte, da die Pumpe selbst im Wasser aufgestellt wurde. Indem dies 
Ventil den Pumpenkolben bei seinem Niedergang entlastete, verhinderte 
es zugleich, dals er in den Ruhepausen trocken wurde und machte es 
somit unndtig, die Pumpe ,anzufrischen“. Eine derartige Pumpe scheint 
bei den Clausthaler Versuchen in Anwendung gekommen zu sein. 

Kin weiterer Entwurf, den er aber nicht zur Kenntnis anderer brachte, 
sollte eine Ersparnis an Arbeit dadurch erzielen, dafs der Kolben wihrend 
des Hin- und Herganges pumpte. Wie grolse Bedeutung er der Erfindung 
einer solchen doppelt wirkenden Pumpe oder Gebliisemaschine beilegte, 
beweist die Uberschrift, mit der er das Blatt versah, auf welches er die 
betreffende Notiz schrieb: ,,Non inelegans Machinamentum jacto continuo 
ex simplici vase, a me nuper excogitatum“. Die Einrichtung weicht 
kaum von der der Gebliisemaschinen der Gegenwart ab; es sind Ventile 
in den beiden Stirnfliichen des Pumpencylinders und eine seitliche Rohr- 
leitung angeordnet, welche von dem Raume hinter dem Kolben in das 
Austlufsrohr fiihrt und mit den nétigen Ventilen versehen ist.) 

2) Merkwiirdig genug ist auch ein Entwurf LerBNizeNs vom 24. Dezem- 
ber 1698, weil er die schwierige Aufgabe ,.Navigare adverso tlumine ipsa 
fluminis vi* lésen sollte. Dazu sollte sein ,des schiffs eigenes gewicht 
sein aufenthalt daran es gleichsam befestiget“, die Fortbewegung aber 
dachte Lerpniz durch folgende Eimrichtung zu erreichen. In den Schiffs- 
kérper sollte ein Rad mit breiten Schaufeln eingebaut werden, so dafs es 
sich in einer vorn und hinten offenen Kammer befand, die das Wasser 
des Flusses durchstrémte. ,,Es sind“, schildert der Erfinder selbst seinen 
Plan, ,,wie zwey schiff gleichsam, deren iedes nur eine seite hat und sind 
vereiniget durch eine briicke.“ Auf beiden Seiten dieses Schiffes befanden 
sich auf der verliingerten Axe des Mittelrades zwei Schaufelrader mit 
schmaleren Schaufeln, welche durch das Mittelrad in Drehung gesetzt die 
Bewegung des Schiffes gegen den Strom bewirken sollten. 

3) Die Erfindung der Dampfmaschine 1690 durch Papin, die unter 
anderm auch zur Bewegung von Schiffen dienen sollte, lies Bestrebungen 
wie die geschilderten in den Hintergrund treten. An ihr jedoch hat Lrtp- 





1) Kine Skizze und austiihrliche Beschreibung habe ich gegeben in Berg- und 
Hiittenminnische Zeitung 1900. 
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niz den regsten Anteil genommen'), wovon der Briefwechsel der beiden 
Minner aus den Jahren 1692-1707 Zeugnis ablegt. So schlug LerBniz 
zur Speisung des Kessels einen mit einer Nische versehenen Hahn vor, 
der in der einen Stellung sich nach aufsen, in der anderen sich nach 
Innen éffnete. Der Umstand, dafs Party den um 1650 von HautscH an 
der Feuerspritze angebrachten Windkessel zur Hebung des Wassers be- 
nutzen wollte — die erste Hochdruckmaschine, um die es sich hier handelt, 
hatte nur den Zweck, Wasser zu heben regte seinen Freund in Han- 
nover zur Erfindung der calorischen Maschine an. Ein weiterer von diesem 
gemechter Vorschlag ging dahin, die abziehenden Verbrennungsgase zur 
Erwiirmung des Speisewassers zu benutzen, auch glaubte er, dafs die Hin- 
richtung einer Selbststeuerung sich wohl ersinnen lassen wiirde und es ist 
nach den vorgefiihrten Proben seiner Ertindungskraft kaum daran zu 
zweifeln, dals ihm dies gelungen sein wiirde, wenn nicht PApINs Weggang 
von Cassel diese Arbeiten ihm aus dem Gesichtskreis geriickt hiitte. 


Uber das Wesen des Dampfes war er sich bereits soweit klar, dals 


er eine von demselben ausgetibte Spannkraft annahm, wenn auch deren 
Triiger noch unentschieden blieb.*) Dafs ihm auch der Gedanke des Prin- 
zips der Erhaltung der Energie, der viel iilter ist, als man gewoéhnlich 
annimmt, nicht fremd war, ja dafs er und Danie. BERNOULLI der Ent- 
deckung des Verhiiltnisses zwischen Wiirme und mechanischer Arbeit nahe 
gekommen sind, hat u. a. BERTHOLD®) bereits 1876 nachgewiesen. 

t) Auch mit einigen anderen Problemen, deren Lisung zu seiner Zeit 
vielfach behandelt wurden, hat sich LrerBniz eingehend beschiftigt, wenn 
sie auch zur Ausfiihrung nicht kamen. Den Plan eines Planetariums, ab- 
weichend von dem, welches HuyGens*) ausfiihrte, hat er ausgearbeitet, 
Verbesserungen an Uhren vorgeschlagen. Auch die Idee des Aneroids ist 
von ihm zuerst ausgesprochen, doch kam es aus Mangel eines vollig luft- 
dicht schliefsenden Leders nicht zur Ausfiihrung. Es blieb so unbekannt, 
dals das Aneroid 1730 von dem Petersburger Akademiker ZEIHER noch 
einmal erfunden werden mulste.”) 


1) Geruanp, Lemnizers und Heycry Briefwechsel mit’ Pariy (Berlin 1881) 8. 100 


2) Gertanp und Tracmittrer a. a. O. 8. 231 


3) Berrnotp, Wiepemaxys Annalen CLVII, 1876, 8S. 342. Wenn aber Brerruorp 
S. 344 sagt, dals sich ein Streit zwischen Derscarres und Leipniz tiber das wahre 
Kriftemals erhoben habe, so iibersieht,er, dass dieser erst 3%/, Jahre alt war, als jener 
starb. Vielmehr wurde der Streit zwischen den Cartesianern, namentlich Parix, und 
Lemniz ausgefochten, von Huygens aber bereits als ein Streit mit ,,detinitions peu 
exactes et des mesentendues* bezeichnet (Brief an Papin vom 2. Nov. 1691); vel. 
Gertano, Lemvizeys und Heycexs Briefwechsel ete. 8.75 und 183 
t) HvuGenn Opuscula posthuma (Amstelodami MDCCXXVIII) 8. 157. 


5) Gartanp und TraumUuuer a. a. O. S. 323 
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©) Eine Anzahl Notizen von Letpnizens Hand verdienen noch der 
Erwiihnung, welche den Zweck hatten, Maschinen und Werkzeuge etc., wie 
sie im gewodhnlichen Leben gebraucht werden, zweckmiiflsiger, als man sie 
bis dahin kannte, zu gestalten. Er entwirft Aufsiitze fiir Nchornsteine, 
konstruiert ein Bruchband, versieht Nigel mit Widerhaken, damit sie besser 
im Holze haften, falst den Gedanken eines Glases, aus welchem der Spiritus 
nicht verdampft, obwohl es offen ist u. dgl. m. 

Bei einer solchen ungemeinen Vielseitigkeit der in Angriff genom- 
menen Aufgaben kann man nicht genug LEIBNIZENS Ertindungsgabe be- 
wundern, die in Verbindung mit seiner unvergleichlichen Methode, wo sie 
angreift, Bemerkenswertes zu Tage fordert. Aber man mulfs wohl im Auge 
behalten, dafs wir es hier, von den wenigen aus Briefen genommenen No- 
tizen abgesehen, mit solchen zu thun haben, die Leibniz lediglich fiir sich 
machte, um den betreffenden Gegenstand nicht zu vergessen und bei einer 
etwaigen spiiteren Wiederaufnahme sofort orientiert zu sein. Die mit- 
geteilten lobenden Bemerkungen hatten demnach nur den Zweck, die damit 
versehene Notiz aus andern hervorzuheben, ihm daraus aber den Vorwurf 
der eines so grolsen Mannes so unwiirdigen Kigenschaft der Eitelkeit zu 
machen, heilst doch nur die thatsiichlichen Verhiiltnisse véllig verkennen. 

Ich kann diese Mitteilungen nicht schliefsen, ohne den noch schwer- 
wiegenderen Vorwurf der Unehrlichkeit, den neuerdings Canror') LrErB- 
NIZEN gemacht hat, aus denselben Griinden zuriickzuweisen. Seine er- 
schépfende Darstellung des Prioritiitsstreites um die Entdeckung der héheren 
Analysis zwischen LEIBNIZ und Newrown schlielst der hochverehrte Ver- 
fasser der Vorlesungen iiber Geschichte der Mathemati mit der Bemerkung 
ab, ,dals seine (des Prioritiitsstreites) griindliche Durchforschung allen 
Beteiligten ohne irgend eine Ausnahme zum Nachteile gereicht.“ Allen 
Beteiligten, also namentlich auch Lrempniz und Newron! Beide werden 
der bewulsten Filschung geziehen. Wenn nun der Beweis fiir die 
Richtigkeit dieser Beschuldigung in Betreff Newrons erbracht sein 
diirfte, so liegt hinsichtlich Lreipnizens die Sache doch wesentlich anders. 
Der ihm gemachte Vorwurf griindet sich lediglich auf die Mitteilung Grr- 
HARDTS"), dafs mit dem Datum des Aufsatzes vom 11. November 1675, in 
welchem Ler1BniZ zuerst die jetzt noch gebriiuchlichen Bezeichnungen der 
Infinitesimalrechnung benutzte und der sich unter den von ihm nachge- 
lassenen Papieren in Hannover betindet, eine Fiilschung versucht sei, indem 
mit Hilfe 


schwiirzerer Tinte und des Radiermessers die 5 in eine 3 um- 





1) Canror, Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik, U1. Band (Leipzig 1894 
—1896) 8. 316. 


>» 


2) Geruarvr, Die HMntdeckung der Differentialrechnung durch Leimyiz (Halle 1848), 
5. 32, und Die Entdeckung der héheren Analysis (1855), 5. 312. 
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geiindert wurde. ,Man wird“, meint nun CanTor'), ,schwerlich gegen 
einen Andern als gegen LEIBNIZ selbst den Vorwurf dieser versuchten 
Riickdatierung erheben kénnen“, bringt aber irgend einen Beweis fiir diese 
Annahme nicht bei. Da aber, was CANTOR selbst hervorhebt, der Aufsatz 


zuerst im Jahre 1848 veritfentlicht worden ist, so erscheint es durchaus 


nicht ausgeschlossen, dafs doch ein Anderer diese Anderung vorgenommen 


hat. Wenn es aber auch LrerBniz selbst that, so konnte er damit doch 
keine Fiilschung bezwecken, da ja der Aufsatz nicht zur Veriffentlichung 
bestimmt war, und so kann denn auch Canror selbst aus dem Abiinderungs- 
versuch keinen anderen Schluls ziehen, als dafs er nur die RKichtigkeit der 
Jahreszahl 1675 bestiitigt. Wer also die Abiinderung vornahm und zu 
welchem Zwecke sie geschah, entzieht sich voéllig unserer Kenntnis. In 
keinem Fall aber darf man sie heranziehen, um auf LeiBNIZENS Charakter, 
dessen Reinheit eben so einzig dasteht, wie die Kraft seines Geistes, einen 
Schatten fallen zu lassen. 


-. 176 





























Zur Geschichte des Taylorschen Lehrsatzes. 


Vou 


Alfred Pringsheim in Miinchen. 





Gelegentlich eines Vortrages, den ich vor kurzem im Miinchener 
Mathematischen Verein hielt, nahm ich Veranlassung, einen grolsen Teil 
der auf den TayLorschen Lehrsatz beziiglichen Litteratur einer genaueren 
Priifung zu unterziehen'), und bin dabei zu einigen Ergebnissen gelangt, 
die vielleicht geeignet sind, gewisse wohl ziemlich allgemein verbreitete 
Ansiehten in mehrfacher Beziehung zu berichtigen oder zu ergiinzen. Da 
iiberdies eine einigermalsen eingehende und bis auf die neueste Zeit 
fortgefiihrte historische Darstellung des fraglichen Gegenstandes meines 
Wissens bisher nicht existiert, so diirfte, bei der fundamentalen Bedeutung 
jenes Theorems, die folgende Analyse der wichtigsten hierher gehérigen 
Arbeiten und eine daran ankniipfende Wiirdigung der im einzelnen durch 
sie erzielten Fortschritte, vielleicht nicht ganz iiberfliissig erscheinen. 


I. Die formale Ableitung der Tayrorschen Reihe. 


In Brook Taytors Methodus incrementorum directa et inversa (Londini 
1715) findet sich p. 21 ff die erste Formulierung und Herleitung des 
fraglichen Lehrsatzes. Der Inhalt der hierauf sich beziehenden Betrach- 
tung liifst sich, mit Beniitzung der heutzutage iiblichen Bezeichnungen®), 
etwa folgendermalsen zusammenfassen: 


1) Hierbei haben mir die zahlreichen und sorgfiltigen litterarischen Notizen in 
dem betreffenden Artikel der Hneyklop. der math. Wissensch. (Bd. IL, p. 54 4f.: Diff.- 
u. Integr.-Rechnung von A. Voss) wesentliche Dienste geleistet. 

2) Ich werde mich im Texte durchweg moderner und fiir die verschiedenen 
Arbeiten méglichst einheitlich gewiihlter Bezeichnungen bedienen, dagegen die Ori- 
ginal-Rezeichnungen der betreffenden Verfasser, soweit es zum Zwecke leichterer 
Vergleichung dienlich erscheint, in den Anmerkungen hinzufiigen. 

lavtor bezeichnet a, a. O. die wnabhdngige Variable mit z, die abhdngige mit x 
und schreibt: 


Aurrep PriyGsnem 


Ist f(a) eine Funktion der unabhiingigen Veriinderlichen , so hat man: 
fix + dx) = f(x) + Af (a), 
f(a + 242) = f(x) + 24f(~) + Ff(2), 
fie + 34x) = f(a) + 34f(@) + 34 f(4) + f(r) 
und allgemein’): 


nin 1 


1) fla +n-4dax) = f(x) + . -Af(a) + 1.9 Ff (ax) 


vu 


IE. AF a) ee ON afin). 


Setzt man jetzt: 
n-dxr=h,(n—1)-dx h—Ar=h,, (n—2)-dx -h—2Ar=—h, ws.f, 
so ergiebt sich zuniichst TayLors Theorema IIT (1. ¢. p. 21) 
(2) f(a+h)=fte) + Afix) h 1 A? f(x) hh, 4 1° f w aah 
: ' Ia i! Ju 12° dx 1-2.; 
A" f(a) hh, -- 
+—--— 
Ix 


und hieraus fiir lim 420, lim n=, das Corollarium IT (a. a. O. p.23)*): 


statt: 


und: 


statt: 
Ferner: 


fiir: 
h, hy, he, . 

1) Die Formel (1) bezw. (2) wird gewéhnlich schlechthin als Newroysche Inter- 
polationsformel bezeichnet: wie mir scheint, nicht ganz mit Recht. Allerdings findet 
sich ihr wesentlicher Inhalt schon bei Newron: Brief an O_pennura (zur Mitteilung an 
Lerpyiz) vom 24. Oktober 1676 (Opuse. math. Ed. Castituioxevs, T. 1, p. 328); Prin- 
cipia philos. nat., Lib. Il, Prop. XL, Lemma V (Ed. Le Seor et Jacquier, T. II, 
p. 583); Methodus differentialis, 1711 (Opuse. math. T. I, p. 271 ff). Allein Herleitung 
und Endresultat erscheint bei Newron fiufserst schwerfillig und uniibersichtlich (man 
vgl. selbst die schon erheblich modernisierte Darstellung bei Canror, Gesch. der Math. 
Ill, p. 358—361). Die Méglichkeit einer durchsichtigen Herleitung und priignanten 
Schreibweise der Formel beruht wesentlich auf der zuerst von Taytor vorgenommenen 
Kinfiihrung besonderer Zeichen (s. oben) fiir die Differenzen verschiedener Ordnung. 

2) Die Ausfiihrung des Grenziiberganges ist natiirlich unzuliinglich. Denn die 


Beziehung lim h, h besteht nur fiir jedes endliche v bezw. fiir soleche unendlich 
Az2==0 


werdende v, die der Bedingung »<‘n geniigen. Infolge dessen steht also nicht nur 
die Konvergenz, sondern selbst im Falle der Konvergenz noch die Giiltigkeit der 
Gl. (3) in Frage. 
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= ; “f df(a h cd? f(a) h® a f(x h® . 8 Be 
(3) f(a +h) = f(r) + os ot. dct ae dat igcg te Me any. 
In analoger Weise, wie T. gleichfalls ausdriicklich angiebt: 

df (x) h a? fla h* 3 f (a h$ 


dx 1 + dx? §1-2- dx® °1-2 gto: 


‘oO 


(3°) f(@—h) = f(a) 


Obschon die Beziehung (3) mit Recht als TAyLorsche Reihenentwickelung 
bezeichnet zu werden pflegt, so ist doch neuerdings TAyLors Prioritiit zu 
(iunsten von JOHANN BERNOULLI bestritten worden — zuerst wohl von 
G. PEANO'), welcher im Zusatze zu Nr. 67 von GENnoccuis Calcolo diffe- 
renziale (1884), p. XVII die folgende Bemerkung macht’): 

Es ist jedoch zu bemerken, dafs Jon. BERNOULLI 1694 eine Formel 
angab, die seinen Namen fiihrt und auch der TAyLorschen etwa gleich- 
kommt, da man mittelst Vertauschung von Buchstaben von der einen zur 
anderen iibergehen kann. Vgl. Jou. BERNOULLI, Opera omnia, T. I, p. 125. 
Wir halten daher seinen Anspruch auf die Prioritdt nicht fiir wrberechtigt: 
»Quam eandem seriem postea TAYLORUS, interjecto plus quam viginti anno- 
rum intervallo, in librum quem edidit a. 1715 De Methodo incrementorum, 
transferre dignatus est, sub alio characterum abitu“. Opera, T. IL, p. 584. 

Hiergegen ist vor allem einzuwenden, dafs die citierte Reklamation 
BERNOULLIs sich itiberhaupt ganz und garnicht auf die TAyLorsche Reihe (3) 
bezieht, sondern, wie der von BERNOULLI ausdriicklich hinzugefiigte, von 
PEANO weggelassene Zusatz: ,,Vid. ejus (se. TAYLORI) lib. p. 39“ unzwel- 
deutig beweist, einzig und allein die sog. BERNOULLIsche Reihe betrifft*), 
d. h. die von B. zuerst in den Acta Erud. von 1694, p. 438 (== Opera, 
T. I, p. 126) publizierte Entwickelung: 


x 


tg t c® 
pads ws line os wie 4d) 
(4) Jp (a)de = y(«) d gy (wr) a8 (Si 5 . 4) 
0 
TAYLOk giebt niaimlich an der von B. citierten Stelle eine Herleitung 
dieser Reihe (4) und zwar ohne irgendwelchen Zusammenhang mit dtr 
Reihe (3)°) — natiirlich ,,sub alio characterum abitu“, dh. mit Verwendung 


der durchgehends von TayLor beniitzten, von der BERNOULLI-LEIBNIzschen 


1) Sonst z B.: M. Simon, Zur Geschichte und Philosophie der Diff.-Rechnung; 
Abhandl. zur Gesch. d. Mathem. 8, 1898, p. 130. Encyki. der math, Wissensch., 
Bd. Il, p. 74, Fulsn. 78. 

2) Ich citiere nach der deutschen Ausgabe (Leipzig 1899), p. 319. 

3) Vgl. auch: Acta Erud. 1721, p. 201 = Brrnovtii Opera, T. IL, p. 488. 

4) Bernoutri schreibt: 

Integr. ndz = nz — 7 7 = =f : — 


5) Einen solchen Zusammenhang hat wohl Taytor gerade so wenig geahnt, wie 
Bernouu. 
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vollig abweichendeu Bezeichnungsweise.') Der fragliche Zusatz hat also bei 


BERNOULLI ganz und garnicht die ihm von PEANO untergelegte Bedeutung, 
dals man ,wittelst Verlauschung von Buchstaben* von der BERNOULLIschen 
Reihe (4) zur TayLorschen (3) iibergehen kénne. Fiir BERNOULLI, der 
auf die Entwickelung (4) sehr grofsen Wert legt und in seinem Brief 
wechsel mit LEIBNIZ mehrfach auf dieselbe zuriickkommt, ist dieselhe 
immer nur ein (von ihm sehr iiberschitztes) Hiilfsmittel zur Auswertung 
von Integralen: ,Series universalissima, quae omnes quadraturas et recti 
ticationes generaliter exprimit“.*) An die Méglichkeit, von der Reihe (4) 
zur TAyLokschen Entwickelung (3) zu gelangen, hat er niemals gedacht: 
bei seiner nahezu pathologischen Eitelkeit und dem _ leidenschaftlichen 
Streben, gerade dem TayLorschen Buche jegliches Verdienst zu nehmen”*), 
hatte er mit einer derartigen Entdeckung keinen Augenblick zuriick- 
gehalten. 

Im iibrigen ist die schliefsliche Aquivalenz der Reihen (3) und (4) 
keineswegs so unmittelbar einleuchtend, wie man auf Grund der PEANO 
schen Bemerkung annehmen miifste. Allerdings hat es nicht die geringste 
Schwierigkeit, aus der TAyLorschen Reihe (3) die BerNnouL.ische (4), 
bezw. die folgende, durch die Substitution g(a) = /"(7) daraus  hervor- 


vehende*): 


(47) [(x) f(O) = f(x) +4 


abzuleiten: man hat dazu in (3) nur h =— & zu setzen.*) Die Reihe (4*) 
erscheint somit zuniichst als ein spezieller Fall von (3). Dals es aber 
auch umgekehrt moiglich sei, von der speziellen Reihe (4°) zu der ail 


» 


gemeinen (3) zu gelangen, liegt keineswegs auf der Hand: die blolse Er- 


1) Tayior sehreibt: 
[Fs] 


ds d?s d's 


+ far frar dr? far far [rar apt 


2) Commerc. epist. T. 1, p. 15. Vgl. auch ebendas. p. 28 und p. 75 (an letzterer 


fdr-s=rs [rar 


Stelle ein neuer Beweis der Formel (4 

3) Man beachte z. B. nur die folgende Stelle aus dem Briefe an Lersyiz, vom 
August 1716 (Comm. epist. 'T. TL, p. 309): ,,Accepi tandem Taytor: libellum. Quid, 
bone Deus, sibi vult scriptor, sua affectata caligine, qua involvit res quoque sua 
natura clarissimas? Haud dubie, ut tegat sui furandi studium: quantum enim capio, 
quantum sapio, nihil nisi res nostras nobis surreptas ibi observo, per densissimam 
obscuritatis nebulam“. 

4) In dieser Form (bei /(0)= 0) erscheint die Bernoutiische Reihe bei Lersyiz: 
Brief an Bernovtir vom Dezember 1694 (Comm. epist. T. 1, 

5) So schon bei Ever: Inst. cale. diff. (Petropoli 1755), Cap. § 67 (p. 358). 
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kenntnis dieser Méglichkeit erfordert schon ein nicht unerhebliches Mafs 
analytischen Scharfblickes und die wirkliche Auftindung der erforderlichen 
Transtormation') diirfte selbst manchem modernen Mathematiker immer- 
hin einige Miihe verursachen.*) Im iibrigen hitte man wohl schwerlich 
jemals ohne weiteres aus der BerNOULLIschen Integralformel die 'TAYLOrsche 
Rethenentiwickelung hergeleitet, wenn diese nicht schon unabhingig davon 


5 


auf viel naturgemiifserem Wege aufgefunden worden wiire. 
mentale Problem: 
Kine Formel zu tinden, welche gestattet f(a + h) fiir jedes / (inner- 


halb geeigneter Grenzen) zu berechnen, wenn f(a), { (7), f"(4), ... 


Das funda- 


fiir irgend ein bestimmtes « als bekannt angesehen werden 
wurde thatsiichlich zuerst von TAYLOR gestellt und im wesentlichen (d. h. 
ohne Angabe der Giiltigkeitsgrenzen”) auch gelést; wihrend die angeb- 
liche Prioritiit BerNoULLIs sich in Wahrheit auf die durchaus moderne 
Erkenntnis reduziert, dafs man den bereits vorhandenen TAYLORschen Satz 
a posterior’ auch mit Hiilfe der BerNnouLLischen Integrationsformel*) be- 
weisen kann. 

In wieweit TayLor die Tragweite seines Satzes erkannt haben mag, 
ist nicht geniigend ersichtlich. Zuniichst hat er jedenfalls nur dessen An- 
wendung zur Integration von Ditferentialgleichungen im Auge.°) Bei dieser 


1) Man schreibe in Gl. (4%) m(h) statt f(x), also: 
; 3 h* sie h* 
gp (h) — p(0 gp (h)-h—Q'(h)- 1.3 +g (h) - 33 


und substituiere sodann: 


ih {(t—h), also: g''(h (— 1)". f(E— h). 
Alsdann wird: 


f(t—h)—ftt re DAP ti pot, or 


3), wenn man noch ¢t —h = ., also: 


te 
— 
te 


und man gelangt schliefslich zu der Beziehung 
t=a+th setzt. 


2) Als Beleg hierfiiy méchte ich anfiihren, dafs in Berrranps grolsem Traité 


du cale. diff. p. 310 zwar der Ubergang von (3) zu (4°) gezeigt, die umgekehrte 
Vielmehr heifst es in Bezug 
auf den Charakter der Reihe (4°) nur ganz ausdriicklich: ,,Cette série est d’une forme 


trés-ditférente et en général beaucoup moins utile que la série de Tayror“. 


Miglichkeit dagegen mit keinem Worte angedeutet wird. 


3) TayLors Beweis ist im tibrigen kaum unzuliinglicher, als fast alle auf Grenz- 
iibergiingen beruhende Beweise aus jener Zeit, insbesondere z. B. Bernouttis und 
Lersyiz’ Beweise fiir die B.’sche Reihe. Der Beweis, den Taynor fiir die /etztere 
giebt, ist sogar einfacher und dabei relativ strenger als die genannten (vgl. die Darst. 
bei Canror, Bd. If, p. 368). 

4) D. h. schliefslich mit Hiilfe partieller Integration (vgl. unten Gl. (50)). 

5) A. a. O. p. 24 ff. Kine andere Anwendung zur Auflésung numerischer 


Gleichungen: Phil. Transact. T. 30 (1717), p. 610 ff (vel. Canror, TE, p. 393). 
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Gelegenheit hebt er auch ausdriicklich diejenige Spezialform seiner Reihe 
hervor'), welche heute allgemein als Mac Laurinsche Reihe bezeichnet 
wird, namlich die im Falle #2 == 0 resultierende Entwickelung von /(/) 







nach Potenzen von /; und er fiigt noch hinzu, dafs man in diesem Falle 
auch die Methode der unbestimmten Koeffizienten zur Koeffizientenbestim- 







mung beniitzen kénne. 
Mit Recht bezeichnet daher Mac Laurin in seinem Treatise of fluxions 
(Edinburgh 1742), p. 611 die Entwickelung*): 










| " 


(D) f(a) = f(0) + f’(0) - : +f (0), he ss 














geradezu als eine schon von TAYLOR angegebene.*) Er leitet dieselbe 
nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten durch wiederholte Diffe- 
rentiation ab, d. h. er beweist die Giiltigkeit der (filschlich nach ihm be- 
nannten) Formel (5) unter der Voraussetzung, dafs die Entwickelbarkeit 







von f(x) in eine konvergierende Potenzreihe von vornherein feststeht, und 






giebt sodann einige einfache Beispiele fiir deren Anwendung (Entwicke- 






x ° xv r 
lune‘) von a’, cos —, sin )*) 
‘ a’ € 






Reichlichere Anwendungen dieser Art findet man erst bei KULER 
(Instit. cale. diff. Cap. U1, 1V), dessen Beweis des TayLorschen Satzes 


Pes ° . es : m os 
iibrigens noch genau mit dem urspriinglich von T. selbst gegebenen iiber- 






einstimmt. °) 






Kine kurz vor dem Erscheinen der EvLerschen Differentialrechnung 







1) A. a. O. p. 27: ,,Quoties fieri potest ipsius z valor datus aequalis nihilo ete.“ 





2) Mac Laurin schreibt: 






fiir: 


7(0), (oF ) a (Ge). 0 oS 


3) Warum Cantor (Bd. III, p. 660) dies nicht gelten lassen will, scheint mir 







nicht recht verstiindlich. 
4) Die betreffenden Reihen selbst finden sich schon in Newrons um 1666 voll- 






endeter (s. Canror, Bd. III, p. 64) Analysis per aequationes numero terminorum infi- 





nitas (Opuse. math. p. 21, 22; vgl. auch p. 300, 302). 
5) Weit wichtiger ist seine Anwendung der Taytorschen Reihe zur Ableitung 







der freilich vorher auch schon von Ever angegebenen Summenformel, die er iibrigens 





durchaus unabhiingig von E. gefunden zu haben scheint: vgl. Remr, Gesch. der un- 
endl. Reihen, p. 87; Cantor, Bd. III, p. 663. 
6) A. a. O. Cap. Il, § 45 (p. 333). — Von Eurer riihrt die Einfiihrung der 


Differenzenzeichen J, 4°,... 4" her: a. a. O. Cap. IT, § 4—7 (p. 5 ff). 
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von D’ALEMBERT') gelegentlich gegebene Herleitung der TayLorschen 
Reihe beruht auf der (offenbar inkorrekten*)) Beziehung: 


(6) fla +h) = f(a) + ff’ (@+h)-dh 


und deren wiederholter Anwendung auf /’(a2 +h), /"(@ +h), ete. Bei 
n-maliger Wiederholung des betreffenden Umformungsprozesses wiirde man 
zu einem Ausdrucke fiir das Mestglied der TAyLor’schen Entwickelung 
durch ein n-fach iteriertes Integral gelangen: von einer derartigen Mig- 
lichkeit ist aber bei D’ALEMBERT (dem schon seine ifiufserst unvoll 
kommenen Bezeichnungen -— s. Fufsn. 1) — eine solche Verallgemeine- 
rung garnicht gestatten) auch nicht einmal andeutungsweise die Rede: das 
beschriebene Verfahren dient ihm ausschliefslich dazu, um das Bildungs- 
gesetz der einzelnen Iteihenglieder zu bestimmen. Und wenn Lacrorx 
in seinem Traité du cale. diff. et intégr., T. Ill (2% éd. 1819), p. 397 den 
Restausdruck : 

h 


1 hy — 
e 


h 
- > *(u) 2, ° * ' 
(7) £&, =| [f(a +h) + dhe d. h. fdh, I dh, ee | f(a +h,)-dh, 
. ‘ 0 0 % 

ohne weiteres auf pD’ALEMBERTs Rechnung setzt, so legt er eben in jene 
ziemlich oberflichlich abgefafste Gelegenheitsnote mehr hinein, als wirk- 
lich darin steht. Ob iibrigens D’ALEMBERT das TayLorsche Resultat 
gekannt hat oder nicht, mufs dahingestellt bleiben: jedenfalls teilt er die 
betreffende Reihenentwickelung a. a. O. wie eine véllig neue mit. Immer- 
hin erscheint es unerfindlich, warum nun auch CONDORCET in der Ency- 
clopédie méthodique, Mathématiques, T. Ill (1789), p. 34, 35 (Art. ,Série“) 
den TAYLORschen Satz immer nur als ,,le théoreme D’ALEMBERT“ anfiihrt, 
nachdem er denselben /riiher, namlich im 1. Bande (1784), p. 104 (Art. 
,Approximation“) ganz richtig als ,,théoreme de TayLor“*) bezeichnet hat 


1) Recherches sur différents points importants du systeme du monde, T. 1 (Paris, 
1754), p. 50. D’Avempert schreibt: 
p(z+ 8), 


d(z), (2), 


fiir: 


fia+th), f(a), £m, f(a). 


2) Ks miifste zum mindestens heilsen: 


f(a +h). = f(x) + [fe +h)-dh+C 
oder noch priiziser : 
h 
f(x +h) = f(a) + {f'@ +h). ah. 
“0 
3) Es ist dies wohl eine der ersten Stellen, an welcher die fragliche Entwicke- 


lung als ,,Tayvtorscher Satz‘* bezeichnet wird. Bekanntlich fiihrt Kritern (Bd. V, p. 6, 
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und die Mitteilung des Beweises ausdriicklich auf: den Artikel ,Série“ 


verschiebt. 


I]. Das Restglied der Taytorschen Formel.") 


Nach dem oben Gesagten wird man die in Rede stehende Leistung 
»ALEMBERTs etwa folgendermafsen charakterisieren kénnen: er hat zur 
Herleitung der TayLorschen Reihe eine Methode angegeben, welche bei 
korrekter Anwendung zugleich auch zu einer formalen Darstellung des 
Restgliedes fiihrt; dieses letztere Ziel selbst aber hat ihm durchaus fern 
gelegen.*) 

Die zielbewu/ste Autstellung und Diskussion des Restgliedes beginnt 
erst®) mit LAGRANGEs Theorie des fonctions analytiques (erste Auflage: an 
V = 1797)*) und wird alsbald weitergefiihrt in dessen Lecons sur le calcul 


des fonctions (an der Ecole polytechnique vorgetragen an VIL = 1799, zu- 


erst publiziert 1801 in dem Lecueil des lecons de Veécole normale, wieder 
abgedruckt im Journal de lécole polyt. Cah. 12, 1804).°) Da mir 
beziiglich der von LAGRANGE gefundenen Resultate nur unzuliingliche 
Angaben begegnet sind, so glaube ich, trotz der allgemeinen Verbreitung 


Art. Taynorscher Satz) und, wohl nach dessen Vorgange, auch Canror (Bd. II, p. 368 
jene Benennung auf Smon t’Humiers Kaposition élément. des calc. sup. (1786) zuriick 
sie findet sich iibrigens daselbst ein einziges Mal und zwar nur in einem Anhange 
|p. 207]): doch mufs sie wohl um jene Zeit schon ziemlich allgemein tiblich gewesen 
sein, wie aufser der citierten Stelle bei Conporcer u. a. auch die folgenden von Kui‘cer 
a. a. O. p. 11) angefiihrten Schriften beweisen: Priemerer, Demonstratio theorematis 
Tayrortaxi, Tubingae 1789. — Beck, De theoremate T'syiorisano, Halae 1791. 

1) Mit der ,,Geschichte des Restes der Tayrorschen Reihe“ beschiftigt sich eine 
mir erst wiihrend des Druckes dieses Aufsatzes durch Herrn Enestriém mitgeteilte 
Dissertation von E. Marton (Géttingen 1881), welche neben manchem brauchbaren 
auch vielerlei unzulingliches und sogar unrichtiges enthilt. 

2) Im iibrigen ist ja auch mit jenem n-fachen Integrale zuniichst nicht viel an- 
zufangen. Zu einer wirklichen Abschdtzung des Restes wird es erst brauchbar durch 
Anwendung des (zu p’Avevperts Zeit noch nicht in Ubung gekommenen, wenn auch 
dem Inhalte nach teilweise bekannten) Mittelwertsatzes der Integralrechnung: man 
gelangt sogar auf diese Weise zur allereinfachsten Herleitung der sog. Lagranarschen 
Restform (vgl. Lacrorx, a. a. O. p. 399 Bez. der Reduktion auf ein einfaches Integral 
vgl. p. 451, Fulsn. 2). 

3) In der Abhandlung: Sur une nouvelle espéce de calcul etc. (Nouv. Mém. 
de Acad. de Berlin a. 1772 Oeuvres T. TT, p. 445), in welcher Lagrance eine 
formale Herleitung der Taytorschen Reihe nebst Ubertragung auf Funktionen von 
Variablen giebt, steht er noch ganz auf dem inexakten Standpunkte Tayiors. 

4) Die zweite verbesserte Auflage erschien 1813 (auch Journ. de lécole polyt. 
Cah. 9) und ist als T. IX in den ,,Qeuvress wieder abgedruckt. 

5) Zweite verbesserte Aufl. 1806 Ocurres, T. X. 
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von LAGRANGEs Schriften, eine etwas umstiindlichere Analyse der be- 

tretftenden Untersuchungen an dieser Stelle nicht umgehen zu kénnen. 
Der wesentliche Inhalt der zuniichst in Betracht kommenden Para- 

graphen 35—40 der Theorie des fonetions') lilst sich etwa folgender- 

malsen formulieren.*) 

Definiert man r,,(7,h) durch die Gleichung: 


: ; ” ] he—} 
(8) f(a+th) =f (a2) +4 (a), +--+ f"—Y(z)- : i i+ 12 (2, h)-h*, 


(a — 





substituiert sodann (#—h) fiir x und setzt: 
so wird: 


7s : 7 } . ais 
(9) f(a)—=f (a h)++f (x hi) ef V(4;—hf)- h yr Qn (Gh) he. 


” 







¥n(#—h, h) = qn(a, h), 


Setzt man jetzt noch: 


(10) h= wz, Qu (@L, 2Z) + BY = p, (2, Z), 





so folgt: 
(11) f(x) = f(a — rz) + f' (x — we) - = es 


und hieraus durch partielle Differentiation nach 7: 

























O ‘(n) \, © 4% CP, 
= — f(x — xz)- ~ 2 or, 
i : , n—1)! - Cz * 
d. h. 
CP, aI 
(12 = f\(2— x2) - 
12) 4 [ sal n—1)! 















und somit, wegen: p,(7,0) =O (mach Gl. (11), schliefslich*): 








1) Ich citiere nach der zumeist verbreiteten zweiten Auflage. Den im Texte 
citierten Nummern dieser letzteren entsprechen in der ersten Aufl. die Nummern 
47—53: dieselben enthalten fast woértlich dasjenige, was in Nr. 35, 38—40 der 2. Aufl. 
steht; dagegen feklt in der 1. Aufl. der Inhalt von Nr. 36, 37, welcher zum Teil auf 
eine 1806 erschienene, von Lacrance auch ausdriicklich citierte Abhandlung Ampires 
zuriickzufiihren ist. 

2) Im Interesse der historischen Genauigkeit michte ich ausdriicklich bemerken, 
dals Lagrange die folgenden Untersuchungen in der Théorie des fonctions nicht fiir 


einen allgemeinen Index », sondern nur fiir » = 1,2, 3 durchfiihrt und sich im 


tibrigen mit dem Zusatze ,,et ainsi de suite’ begniigt. Da er 










aber die Derivierten 
beliebiger Ordnung durch Indices charakterisiert, so ist damit sofort auch die Még- 
lichkeit gegeben, die betreffenden Formeln allgemein anzuschreiben (wie dies in den 
Legons sur le calcul des fonctions auch wirklich geschieht). 

3) Lacrance, der ja bekanntlich a. a. O. Differential- nnd Integralzeichen prin- 
zipiell vermeidet, sagt natiirlich nur: p, (@, 2) ist die fiir z= 0 


verschwindende, zur 
Derivierten 


12) gehérige primitive Funktion, was ja lediglich die wirtliche Um- 
schreibung der Formel (13) ist. 
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, 3 
(13) n(x, 2) = Ty | y"— 1). f(a — avy) - dy. 
(mn — ): . . . 


e 
0 


Hiermit ist also zuniichst die exakte Darstellung des Restgliedes der Ent- 
wickelung (11) (also mit Hiilfe der erforderlichen Riick-Substitutionen 
auch desjenigen von (8)) durch ein bestimmtes Integral’) geleistet. 

LAGRANGE fiigt nun weiter hinzu (Nr. 36), es erscheine wiinschens- 
wert, das Restglied auch ohne das Hiilfsmittel der Integration berechnen 
zu kénnen, und giebt dafiir zuniichst den folgenden Weg an. Schreibt 
man in (11) statt » der Reihe nach v und y+ 1, so folgt durch Ver- 
gleichung der beiden resultierenden Entwickelungen: 


/ 


vy? 
. x” Z \ , 
Pr(4, z) -7"= [O(a — UZ): pI + Pv+1(%, 2) - arti 


und daher, durch Division mit #’*+!' und unter Beriicksichtigung von 
Gl. (12) fiir (n = v): 

1 z Op ‘ 
(14) Py i(a, 2) = — (p(x, 2) os =) (y= 1,2,3,...), 
eine Rekursionsformel, welche gestattet, jedes p, durch successive Diffe- 
rentiation aus p, za berechnen, und die iiberdies durch Eimfiihrung von 4, 
fiir p, (s. Gl. (10)) sich noch wesentlich vereinfachen lilst. Man hat 


nimlich: 


1) Es ist dies, wenn man in (11) und (13) — statt z schreibt, diejenige Rest- 
" 


form, welche Larvace (s. p. 452) durch partielle Integration abgeleitet hat, niimlich: 


x, )-2" = . x wy)-dy 


Fiir z 1 resultiert aus (11) (wie Lagrance 


Lavurinsche Entwickelung mit dem Restgliede: 


welches genau mit dem von Caucay abgeleiteten (s. Gl. (48)) tibereinstimmt 











AC 
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oe ; 2 ~? also: CP, ‘uae as pv—1 C4, a 
Put, 2) = Q(t, v2)- 2, also: — = He + - 


& 3 
CZ 


und daher nach Gl. (14): 





. 1 04, 
(1D) Gv+i(t, 22) = — -—- , 
’ ‘ Var Oz * 













Og, (x, we 
oder, wenn wiederum noch «#7 =h (s. Gl.(10)), also: ~~ 








gesetzt wird: 

: 1 €4, 1 0", 4 ; log 

! (a, h) =—-— - = 4 ; =+ss== (—1). L 
(1 ) Gila ] ) = oh (v 1). ( 1 


Man tindet also insbesondere: 









_ 1 oe 1) 
(1%) Qn x, h) = | -1)j-1. . di 


m—1)! Gy"! 









als Ausdruck fiir das Restglied der Entwickelung (9) und daraus durch 
Riicksubstitution von «+ / fiir # dasjenige der gewéhnlichen TayLor- 
schen Entwickelungsform (8). 












Einen zweiten, ebenfalls auf wiederholter Differentiation beruhenden 
Restausdruck dieser letzteren leitet L. in folgender Weise ab (Nr. 37). 
Aus (8) ergiebt sich, wenn man y statt » schreibt, durch partielle Ditfe 
rentiation nach x und h: 


ofla+h) ens wp hh ; , } 
ie = f'(«) +f (x) - ; abe nes shay (a). 


yt, oe, 


+f 2)- 5 = 55 + 


Cf(ath sp or ji . a We? 
er =f (a) +} / (a) - ; + .-- + fe “D(a)- 


v—2 


Ox 


vw 2)! 









cr 


+ r,-vh'—t+ ae -W 





1) Dabei ist nach Gl. (9): 






Die litterale Austiihrung der in Formel (17) angezeigten Differentiation wiirde natiir- 
lich fiir q, lediglich denjenigen Ausdruck liefern, welcher die Beziehung (9) zu einer 
vollkommenen Identitét macht. Ist jedoch f(a) als bestimmter analytischer Ausdruck 
vorgelegt, so gelangt man bei geeigneter Umformung von q, zu einem wirklich brauch- 
baren (d. h. nicht wnmittelbar als identisch mit 













- f(a- h) 1 





f(x) »>—h)-h" 


h n 


erscheinenden) Ausdrucke fiir q,. (Beispiele s. bei Lacranan, a. a. O. 






Qy # 
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: ‘(a +h) if(a +h) 
und hieraus (wegen: of = a an “! + ’) : 


y! v Cx ch 


) . h’ ht! jor, Cr, 1) 
(18) rh’ = f(x) - m + . ( _ ). 


Andererseits folgt wiederum, wenn man in (8) » =v — 1 setzt und die 
betreffende Entwickelung mit der fiir n = vy geltenden vergleicht: 


(19) rh? = f(a) ery gale ts, 


sodafs man die Rekursionsformel gewinnt: 


1 (°", “) 
20 rv. = — — . . 
\ ) ae v (5 oh 
mit Hilfe deren sich also wiederum vr, durch successive Differentiation 
‘(a + h) — f(x) ae 
aus f, = fer ; f berechnen§lilst. 


Um ferner auch noch neben den vorstehenden exakten Restdarstellungen 
eine zweckmiilsige Abschdtzungsformel zu erhalten, beweist L. (Nr. 38) 


das Lemma: 
(21) Ks ist: f(b) —f(a)>0, wenn f(z) > 0*) fir a<z<b — 


und beniitzt dasselbe in folgender Weise (Nr. 39) zur Herleitung zweier 
Ungleichungen, welche den sog. Mittelwertsatz der Differentialrechnung als 
speziellen Fall enthalten. Man setze: 


. M.;’?! ; : : m- 2" 
22 hi) = as" F(z), f(z) = F(z) — or 


1) Es ist dies, abgesehen von den Bezeichnungen, genau diejenige Gleichung, 
welche A. Winckter im 2. Bande der Annali di matem. (1859) p. 186 als Grundlage 
eines angeblich neuen und alle bisherigen an Einfachheit und Natiirlichkeit iiber- 
treffenden Beweises der Taytorschen Formel ableitet. Die unmittelbar daran an- 
kniipfende Herleitung des Lacranceschen Restgliedes: R= = h” . £™ (a + @h) ist 
aber (ganz abgesehen von einem groben, fiir den Beweis selbst schliefslich nicht in 
Betracht kommenden Fehler, s. § 2 am Ende) schlechter als jede andere, weil dabei 
noch die Haistenz und, in der von W. gewahlten Fassung, sogar die Stetigkeit von 
fet @) fiir das Intervall (2, x + h) vorausgesetzt werden muls. Eine zweite 
Arbeit desselben Verfassers, in welcher der Versuch gemacht wird, den Rest der 
Taytorschen Reihe in engere Grenzen als die bisherigen einzuschliefsen, (Wien. 
Denkschr. Math. Cl. 28 [1868], p. 243) beruht zum Teil auf unzulissigen, zum Teil 
auf immerhin so engen Voraussetzungen, dafs derselben keine irgendwie nennens- 
werte Bedeutung zugesprochen werden kann 

2) D. h. es soll nicht etwa bestiindig f’(z) = 0 sein. 
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. — F''(2) ne 
wo M, m das Maximum und Minimum") von ~—— fiir a <2 <b bedeuten. 


Alsdann hat man: 


or, ( I’ (2) + (F” (2) 
[A'@) =7 (mM 2), fa’ (2) = 2"( — m) 
(23) | ’ m 


>0 > 0 fir a<z<b, 
und daher nach dem obigen Lemma: 
(24) f,(o) —fi(@~) > 9, f(b) — fi(a) > 0, 


d. h. mit Beriicksichtigung von (22): 


v-+1 1 1 
< u.? t ails 

9 Fit F(a) vl 
(25) (b) — F(a) | etd 
| > mo 


Diese beiden Ungleichungen, welche fiir » 0 den wesentlichen Inhalt 
des gewohnlichen Mittelwertsatzes darstellen, erweisen sich vermége der 


0 
Willkiirlichkeit von v als geeignet, aus der oben fiir i gefundenen 


Formel (12) ganz unmittelbar die speziell als ,,LAGRANGEsches Restglied“ 
bekannte Abschitzungsformel zu gewinnen. Aus (11) folgt namlich zu- 
nichst fiir z= 1 die Mac Laurtnsche Entwickelung: 










° a—l 
(26) f(x) = f(0) + £9): 5, He FLOP): ~___ 1. (x, 1)- 2". 


(n—1)! 


Andererseits hat man nach (12): 


OP, (a, 2) 1 . . 
(27) nag I me Os f(a — 8). 


grt é Z (n 
Setzt man also, behufs Anwendung der Ungleichungen (25): 
F(z) = p,(a, 2), v=n—1, a=O0, b=1, 


und bezeichnet mit M, m das Maximum bezw. Minimum von f(a — xz) 
fir 0<2<1, d. h. schliefslich dasjenige von f(y) fir O<y<a2, so 








1) Da die Stetigkeit einer Funktion im heutigen arithmetischen (d. h. Cavenyschen) 
Sinne von Laarance zwar niemals definiert, aber doch wohl als aus der Geometrie 
abstrahierte, im allgemeinen selbstversténdliche Eigenschaft angesehen wird (solange 
nicht das Gegenteil ausdriicklich feststeht), so kann man auch ohne weiteres von 
einem Maximum und Minimum reden. Indessen erleidet diese Betrachtung keinerlei 
Anderung, wenn man, ohne die Stetigkeit vorauszusetzen, M und m als obere bezw. 
untere Grenze der (immerhin als endlich anzunehmenden) Funktion einfiihrt. 
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resultieren aus (24), mit Beriicksichtigung von p, (w, 0) =O (s. GI. (11)), 


die Beziehungen: 
_M 
Nv. TT? 
nN. 


m 


ni? 


(28) Pn(a, 1) | 


und, wenn man noch die Bedingung der Sfetigkeit von f(x) hinzunimmt: 


) u ° : . (n) ox) 
(29) pr(a, 1) =! 4 (in Caucuys Schreibweise: = / = ; 
i. \ a! 


wo « einen passenden Mittelwert des Intervalles (0, 7) (bezw. # einen 
solchen von (0, 1)) bezeichnet. Die Substitution: 


fix) = p(2 +2), also: ((0)=9(2), (0) = gz), (Ou) = pz + 0), 


liefert sodann die TayLorsche Entwickelung von g(z-+ a) nach Potenzen 
von x, und, wenn man schliefslich noch die Buchstaben g, z, # durch 
f, x, h ersetat: 


(30) f(a +th)=fi«e)+f'(2)- : +..-+/"—D(xr)- 


n 


v 1 n 
: 1 HAM) 
Den Hauptinhalt dieser Untersuchungen kann man also folgendermalsen 
zusammenfassen: 

LAGRANGE bestimmt in der Theorie des fonct. anal., und zwar schon 
in der ersten Auflage von 1797 — den nach einer Hiilfsvariabeln 
genommenen Differentialquotienten des Restgliedes und stellt dieses 
selbst durch cin bestimmtes Integral dar. Der sodann von ihm in 
verallgemeinerter Form bewiesene Mittelwertsatz der Ditterentialrech- 
nung dient ihm lediglich dazu, um aus dem bereits gefundenen 
ecakten Ausdrucke jenes Differentialquotienten') die als LAGRANGE- 
sches Restylied bekannte Abschitzungsformel herzuleiten. 

Wesentlich anders verfahrt nun LAGRANGE in den Lecons sur le caleul 
des fonctions. In Legon IX ( Oeuvres, T. X, p. 86) beweist er an Stelle 
des Lemmas (21) zuniichst das folgende, in der Hauptsache mit jenem 
gleichwertige: 

Ist F’(O) = 0 und erleidet F’(z) fir O<2<h keinen Zeichen- 
31) , wechsel, so hat F(z) bestiindig das Vorzeichen von F’(z) (hezw. 

das entgegengesetzte, wenn 0) > z > h). 


= 5S 


Bedeutet sodann g(x +p), g’(x-+-q) das Minimum beaw. Maximum von 


1) Diese Methode fillt offenbar dem Wesen nach mit derjenigen zusammen, 
welche auf der Reduktion des Rest-Integrals mit Hiilfe des Integral-Mittelwertsatzes 
beruht. 
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p (e+ 2) fir O<2<h und setzt man: 
{ F(z) = 9(a@ + 2) — g(a) — 2-9 (x 4+ p), 
| F(z) = g(# + 2) — p(x) —2z-~ (a+ yq), 
so hat man: 
(33) F,(0) = F,(0) = 0 
und aufserdem: 
(34) (Fi(a=g(e+2)— gy («e+p), F(a =9 (at+ _— gp (a+ 1) 
a >0 <0 (fir: O< 2 <h). 
Somit folgt aus dem obigen Lemma: 
F(z) > 0, Fy(z) <9 fir: O<2z<h, 
d. h. (Oeuvres, T. X, p. 91): 
( p(a+2)— g(x) —2-g (4+ p)> 09, 
| p(a@ +2) —(2) —2z-q' (x+y) <9 


Diese beiden Ungleichungen, welche offenbar wiederum den wesentlichen 


(3)) (O<z<h). 


Inhalt des gew6hnlichen Mittelwertsatzes darstellen und die ich daher im 
folgenden der Kiirze halber schlechthin als ,den Mittelwertsute“ bezeichnen 
will, beniitzt nun LAGRANGE hier ganz direkt zur Herleitung der TayLor- 
schen Entwickelung mit dem ,,LAGRANGEschen* Restgliede (G1. (30)). Setzt 
man nimlich in (35): g(x) = f\"~"(«), so folgt zuniichst: 
(\—f'(e#+p)-2>0 


(Q¢ (n—1)(> wy) f(n 1) (> ° : Oar <x 
(36) f“"Xa+2)—f (")) __ pole tq).2co <4 h). 


Auf Grund dieser Beziehungen ergiebt sich aber aus dem Lemma (31), 


dals auch: 


~2 


[ete 
| -f™(a+q)5 


da diese Ausdriicke fiir z= 0 verschwinden und nach ¢z differenziert die 


(37) f@ <2<h) 


linken Seiten von (36) liefern. So weiter fortschlielsend gelangt man 
a. O. p. 93) zu den Ungleichungen: 


f™ 


(a+p)-* 


[ (a+ 9) <9 


(38) f(w+2)—f(2) flrs, oe — f("—- D(z). ony 


(O0<2<h), welche fiir zh unmittelbar die Entwickelung (30) lefern, 
wenn man die beiden Unyleichungen durch Einfiihrung eines passenden 
Mittelwertes f((c-+-u) in eine Gleichuwng zusammenzieht. 
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In den Lecons sur le calcul des fonctions bildet also der Mittelirert 
satz') die eigentliche Grundlage der TAyLorschen Entwickelung. 
Man kann hiernach sagen, dals LAGRANGE in Bezug auf die strenge Be- 

griindung der sog. TayLonschen Jormel*) bereits alles Wesentliche geleistet 
hat: die erakte Darstellung des Restes durch ein bestimmtes Integral, zu- 
gleich aber auch die vollkommene Ausniitzung des Mittelwertsatzes aur 
Herleitung jener Formel mit angendhertem Restausdrucke. Dabei mufs 
noch bemerkt werden, das LAGRANGE die Entwickelbarkeit jeder Funktion 
f(« +h) nach Potenzen von h, abgesehen von einzelnen Ausnahmepunkten, 
zwar als etwas a priori Feststehendes ansieht, dals aber diese Ansicht in 
dem vorliegenden Zusammenhange seineswegs als Voraussetzung fungiert 
(in welchem Falle dann der Mittelwertsatz bezw. die TayLorsche Formel 
als eine Folge der TAyLonschen Reihe erscheinen wiirde). Die zur Ab- 
leitung des fundamentalen Lemmas (31) dienliche Voraussetzung besteht 
vielmehr lediglich in der Annahme einer Beziehung von der Form: 


(39) fia+th)=f(a)+(fa@t+e-h (h > 0), *) 


wo |e mit |b) beliehig klein wird: eine Forderung, die im Grunde ge- 


nommen nicht mehr und nicht weniger besagt, als diejenige eines ein- 


deutig bestimmten (.,vollstiindigen“) Differentialquotienten lim est x af 
: h=+0 


sie enthilt lediglich die von LAGRANGE behufs vollstiindiger Vermeidung 


des Grenzbegriffes gewiihlte rein arithmetische Formulierung dieser letzteren 
Forderung.*) 


1) Dafs Lacrance statt mit dem eigentlichen Mittelwertsatze mit den aus 
Lemma (31) herriihrenden Ungleichungen operiert, ist hierbei unwesentlich. 

2) D. h. eigentlich der Nicht-Taycorschen Darstellungsweise von f(a + h) durch 
eine yanze Funktion und ein Restglied 


> 


3) Oeuvres, T. X, p. 36; 


f r +7 = f(x) + if’ (a +V 

1) Cherhaupt bin ich der Ansicht, dafs die Eristenz von f’(x) fiir irgend einen 
bestimmten Wert a, auch nach Lacranees Darstellung keineswegs an diejenige der 
unendlichen Reihe fiir f(a +h) gebunden erscheint, vielmehr immer nur daran, dalfs 
fiir «a, eine Beziehung von der Form (39) besteht. Das entsprechende gilt fiir 
jede folgende Derivierte. Vgl. Théorie des fonctions Nr. 3, 4, und besonders auch die 
folgende Stelle am Schlusse von Lecon IL der Lecons sur le caleul (Oeuvres, T. X, p. 19): 
Des qu’on aura trouvé par la considération du premier terme du développement des 
régles générales pour passer d'une fonction primitive a la fonction dérivée, on pourra 
faire abstraction de tout développement. So ist z. B 


f(a =a oe ba + ea? - lear 


| 5 
nicht nach Potenzen von « entwickelbar, indessen hat man nach Analogie von 
Gl. (31 


a+b 
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AmekrE'), der die Beziehung (39) gleichfalls als grundlegend an- 
sieht”), unterscheidet sich darin von LAGRANGE, dals er ihre Existenz, 
fla +h) — fla 


bezw. die damit gleichwertige von lim h nicht postuliert, sondern 


A=+0 
lediglich unter Voraussetzung der Sfetigheit von f(x) zu beweisen sucht 
(natiirlich vergeblich*)) und bei dieser Gelegenheit auch die beiden ,,Mittel- 
wertsatz-Ungleichungen* (35) ableitet, ohne den Weg iiber das Lemma 
(31)') zu nehmen. Im iibrigen geht er darauf aus, zur Erginzung der 
LAGRANGEschen Jntegral-Darstellung des Restgliedes eine ebenfalls exakte 
Darstellung ohne Integration zu geben. Sein Verfahren ist im wesentlichen 
folgendes (a. a. O. p. 163). Setzt man: 

(40) Q(2, a) = fa) — 1@) 


rT—a 
so besteht die Identiit: 


(41) f(x) = fla) + (a — a)- Q(a, a). 
Daraus folgt durch partielle Differentiation nach a: 


2Q_ 


da 


(42) 0 = f(a) + («—a)- — 


und durch weitere (vy — 1) malige Differentiation: 







e"Q e’—t@ 
‘ — ‘ ‘ —9»: is 
(43) O=f (a) + (a — a). —v-—~ (v=2,3,4, ), 
ca oa 
d. h. 
:; cg. OE 1, e—a @'@ 
(44) QO=f(a) + (a—a)-— 6 == —- f(a) + —— _—. 
¢ i + ca? oa’” 5 v i + v aa” 







Bei successiver Kinfiihrung dieser Beziehungen (fiir vy = 2, 3,--- 
in Gl. (41) ergiebt sich: 











a 


(45) f(a)—=fl(a)+f'(a) - 7 +.:-- 


—a n—1 a*—1Q (x — a)" 


; ; (x 
+f) “Gor t jt 


1)! eat) (n— DD!’ 








wo ¢=cu-lgw mit « beliebig klein wird und daher (auch nach Lacrances Aut- 
fassung): f’ (0) = b (vgl. Legon VIII Ocuvres, 'T. X, p. 73). 

1) Recherches sur quelques points de la théorie des fonctions dérivées ete.; Journ. 
de l’école polyt. Cah. 14 (1806), p. 148 ff. 

2) a. a. O. p. 162: 










f(ia+tin=f(e)+i-f(@)+i-Jd. 
3) Uber die Hinfiilligkeit jenes Beweises s. zB. Dint, Fondamenti §§ 69, 169 

(= Disit-Lirnorn, Grundlagen p. 88, 298). 
4) Das letztere wird in der That zweckmiifsiger als eine Folge des Mittelwert- 
satzes abgeleitet (s. z. B. Srouz, Grundl. der Diff.- und Integr.-R., Bd. I, p. 54, Nr. 4). 
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wobei also das Restglied im wesentlichen in derjenigen Form erscheint, 
die sich auch in der zweiten Auflage der Theorie des fonct. anal. findet 
(s. G1.(17) und Fufsn. 1), p. 441). Amprre leitet dann schliefslich daraus auch 
noch die LAGRANGEsche Abschiitzungsformel ab, indem er die Identitiit 
(43) fiir vy =n durch Multiplikation mit (« — a)"~! auf die Form bringt: 


(46) : (= '@ -(7—a ) +. f(a) . (x — a)"—1 — () 
ca"—} : 
und sodann die grundlegenden Ungleichungen des Mittelwertsatzes (oder 
eigentlich das LAGRANGEsche Lemma (21)) anwendet. 
Caucny giebt in seiner ersten Infinitesimal-Rechnung') von 1823, p. 26ff. 
(== Oeuvres, a. a.O. p.44) den Mittelwertsatz im wesentlichen nach AMPERE 
(auf den er auch ausdriicklich hinweist)*), ohne jedoch davon fiir die Her- 


leitung der TayLorschen Formel irgend welchen Gebrauch zu machen. 


Die letztere beweist er vielmehr erst in der Integralrechnung*) durch eine 
Art Umkehrung der von b’ ALEMBERT angedeuteten Methode, indem er 
niimlich fiir ein »-mal iteriertes Integral (mit Hilfe eines im Grunde ge 
nommen auf partieller Integration beruhenden Verfahrens) die folgende 
Formel ableitet (a. a. O. p. 156, GI. (12 Oeuvres, a. a. O. p. 210): 


1) Réeswmé des lecons données a Veeole polytechnique sur le calcul infinitesimal 
Paris 1823 Oeurres, (2) 'T. TV, p. 1-261 

2) Dabei erscheint aber p. 28 eben den von Ampére ausschliefslich bentitzten 
Ungleichungen die Gleichung: 

fete = f'(e+ oh 
h 

mit dem, wohl von Caveny eingefiihrten spezifischen # zur Bezeichnung einer unbe- 
kannten Zahl des Intervalles (0,1 

3) In der Vorrede sagt er hiertiber: .. . et je me suis vu foreé de renvoyer 
au calcul intégral la formule de Tayror, cette formule ne pouvant plus étre admise 
comme générale qu’autant que la série qu'elle renferme se trouve réduite a un 
nombre fini de termes et complétée par une intégrale définie. Je mignore pas que 
Villustre auteur de la Mécanique analytique a pris la formule dont il s'agit pour 
base de sa theorie des fonctions dérivées. Mais malgré tout le respect que com- 
mande une si grande autorité, la plupart des géométres s’accordent maintenant i 
reconnaitre lincertitude des résultats auxquels on peut étre conduit par l'emploi de 
séries divergentes....“ Das letztere ist zweifellos richtig, trifft aber in keiner 
Weise Lacrances Ableitung der Tavrorschen Forme/. Denn selbst wenn man die 
von mir in Fufsn. 4), p.448 vertretene Auffassung des Lacranceschen Derivierten-Begriffes 
nicht teilt, so wird man doch zugeben miissen, dafs die fraglichen Deduktionen La- 
GranGes dasselbe Mafs von Strenge besitzen, wie die entsprechenden Caucnys, zum 
mindesten dann, wenn man die betreffenden f(x) eben nicht als Lacranegsche 
Derivierte, sondern als Cavcuysche Differential-Quotienten auffalst: Caveny hiitte die- 


selben also mit dieser einfachen Modifikation ohne weiteres tibernehmen kénnen. 













n 


eC 
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(47) / “9 (x) . da = Cn + Cn ger — + = 









(2 — a)" 1 1 ' 
+ O° = + (n— a | @ : t)n—! . p(t) -dt, 


(n — 1)! 





welche fiir p(w) = F(a), a =O unmittelbar die Mac Laurinsche 
Formel fiir /’(1), sodann vermége der Substitution J(a) = f(# +h ) und 
bei Vertauschung von a und h die TayLorsche Formel fiir f(a + h) mit 
den resp. Restgliedern’): 











(48) R, = = (a — ty"—!. FM (t)e dt 















1, FO (x = t) - dt 


(49) h, = n “i fc — ty"! fM(r + t)- dt 








1. fa +h t)- dt 






liefert (a. a. O. p. 141, GL. (2), (3). Caucny zeigt dann noch, wie man das 
letztere Resultat auch unmittelbar durch successive partielle Integration 
aus der Identitiit: 


h h 


(00) f(a +h) = fia) + {f’(a + 2)-dz=f(a)+ (f(a + h—t)-dt 


e 
0 0 
















finden kann?) und _ fiihrt 





dieses in fast alle 





modernen Lehrbiicher  itiber- 







1) Die betretfenden zwei Integrale werden spiiterhin von C. mit Htilfe des Mittel- 
wertsatzes auf die Lacrancesche (a. a. O. p. 143), das erste auch (p. 147) anf die nach 








Caveny benannte (s. weiter unten, Gl. (55)) Niiherungsform gebracht. Ebendas. (p. 143 
auch die Uhertragung der Taytorschen Formel aut den Fall mehrerer Variablen mit 
Hiilfe einer schon von Lacroix (Traité du cale. diff. et int. 2% éd. T. I [1810], p. 387 
angewendeten Methode. 

2) Man kann iibrigens auch das von Lacroix nach p’Atemperts Methode ab- 
geleitete Restglied (7) mit Hiilfe der aus Gl. (47) durch Einfiihrung von Grenzen her- 


vorgehenden Formel (vgl. Caveny, a. a. O., p. 140 = Oeuvres, a. a. O., p. 212, GI. (19): 
x x 
{” 1 
p(x): da" = (a — t)” -p(t)-dt 
J PMOL = maf pres 
Ly x 


ohne weiteres auf die Form (49) bringen: iihnlich iibrigens schon bei Lacrotx, a. a. O. 
p. 887. Auf diesem Ergebnisse beruht schliefslich auch der folgende (etwas kiinst- 
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gegangene, gewodhnlich LAPLACE (Théorie anal. des probabilitées I, Nr. 44 
== Oeuvres, VII, p. 17%) zugeschriebene Verfahren') auf eine 1805 (wo?) 
publizierte Abhandlung von Prony zuriick: da die erste Auflage von 
LAaPLACEs Probabilités erst 1812 erschien, so wiirde also dem eben ge 
nannten die Prioritiit zukommen. 

Im Anhange des Cale. inf. (p. 161 ff. = Oeuvres, a. a. O. p. 243 ff) 
kommt Caucny nochmals auf den Mittelwertsatz zuriick*), beweist so- 
dann den erweiterten Mittelwertsatz: 


1) p(X) —H(%) __ (a +O X—-a, 
(- 


@(X)— (2,) O(a, + @-(X —a,))’ 


welcher fiir ®(.r) = x", X =h, x, =O und unter der Voraussetzung: 
(52) (0) = (0) =--- = g—9(0) = 0, (0) <0 


bei »-maliger Anwendung die Beziehung liefert: 


53) pth) —_g (@h) 
(ve h” a n! 


Mit Hiilfe dieser letzteren leitet dann CAUCHY zuniichst die TAYLORsche 


liche) Beweis in C. Jorpans Cours d’analyse T. T (2% éd. 1893), p. 245. Aus dem 
\nsatze: 
h / rn! 
f(z +h) = f@) +f") +e + 9@: a, +k 
folgt: 
. c"R ( cR 
a) — 3 f(a +h), R), 9 = 9, ( =0 (y—1,2,---(n 1)), 
ch" Ch’ /rn=o0 


was in Wahrheit gleichbedeutend mit der Restdarstellung (7) ist, nimlich: 
h 
@(n) dn) 7 
R= (0 @+hedh". 


0 


Andererseits geniigt aber das Integral: 


genau den Beziehungen (a), woraus dann R — J resultiert. Der Beweis ist im Grunde 
genommen nur eine Verifikation der Gleichung Rk = J, wiihrend die zuvor angedeutete 
Transformation wirklich auch zur Auffindung von J fiihrt. 

1) Eine Verallgemeinerung dieser .Methode giebt Kronecker: Uber eine bei der 
partiellen Integration niitzliche Formel (Berl. Ber. 1885, p. 841 ff.). 

2) Caveny hat inzwischen die in der Vorrede ausgesprochene Ansicht von der 
Unzuliinglichkeit der Diff.-Rechnung zur Begriindung der Taytorschen Formel ge- 
iindert: ,,Depuis l'impression de cet ouvrage j’ai reconnu qu’d l'aide d'une formule 
trés-simple (sc. (51)) on pouvait ramener au calcul différentiel la solution de plusieurs 


problémes que j’avais renvoyés au calcul intégral.“ 


XUM 
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Formel fiir f(a + h) mit dem LaGranGeschen Restgliede ab: 


- h® 
(D4) R, = yy Oe + th), 
. . : : ~ . ‘ ss . g (h) 
weiterhin') aber, die Bedingungen (52) in die einzige: lim = 1 = 0 m- 
~ ho hh" 


sammenziehend*), beweist er dasselbe Resultat noch auf etwas andere Art 
und giebt aufserdem auch diejenige Form des Restgliedes an, welche ge 
wohnlich schlechthin als die CaAucHYsche bezeichnet wird, niimlich: 


u—l1 n 
AF » __ (i — 4%) “h (n) (p 
(55) R, = (mn —i)! - {O(a + Bh). 
Die Restform: 
-. 1 — Hy)" —P. py” . . , 
(96) R, =‘ = : 1)! p - {a+ th), (p eine bel. nat. Zahl), 
welche fiir p=» und p=1 die LAGRANGEsche und Caucuysche als 


spezielle Fille liefert, hat KE. Rocne aus dem Rest-Integrale (49) durch 
Faktorenzerlegung des Integranden und partielle Integration abgeleitet.*) 
Dieselbe erweist sich jedoch, wie SCHLOMILCH mit Recht geltend gemacht 
hat*), lediglich als ein spezieller Fall der schon friiher®) von ihm mit 
Hiilfe des erweiterten Mittelwertsatzes (51) hergeleiteten Formel: 
/ a\rn—1 oe | 

67) B= Fon aay Oe + 8h) 

(wiz) eine fiir O <a <h stetige Function mit endlichem, fiir 0<a<h 
nicht verschwindendem w(x), im iibrigen willkiirlich), aus welcher sie 
fiir p(k) = h? unmittelbar hervorgeht. RocHeE hat dann wiederum mit dem- 


selben Hiilfsmittel den noch allgemeiner gestalteten Ausdruck aufgestellt®): 
‘ hi) qt(h—@hy"—2—-1 Mea + th) 
5S R =| (ar h) “L)—eee (9) Zw). \. - 7 - 
(05) fn= | PL +N) — P(X) Prey as (n—- 1)! og?) 4 eh)’ 

1) A. a. O. p. 173—176 (Oeuvres, a. a. O. p. 257—261): dieser ganze Teil des An- 
hanges ist auch wortlich abgedruckt in den Ane. exercises, T. I (1826) p. 25—28 
(= Oeuvres (2) T. VI, p. 38—42). 

2) Die niihere Begriindung dieses Schrittes giebt C. in den Lecons sur le calcul 
différentiel von 1829, p. 51 (== Oeuvres, (2) T. IV, p. 329). 

3) Journ. de mathém. (2) T. IIL (1858), p. 271. 

4) Ebendas, p. 384. 

5) Handb. der Diff.- u. Integr.-R., Greifswald 1847—48, § 35 (s. z. B. auch: 
Srotz, Grundlagen, Bd. I, p. 95). 

6) Mémoires de l’Académie de Montpellier 5, 1863. Auch: Comptes 
rendus, T. 58 (1864, I) p. 380. Die Wahl g(z) = f(z), q = 0 (welche also ge- 
stattet ist, wenn g’(z) d. h. f\”” 
den) liefert die Restformel : 


R h” | fa a)” 1 


v 


(2) fira<SeSa+th stetig und von Null verschie- 


f p(n —1),_,, *( -1) . 
n= a 1)! \/ (vu +h) — f™ (x) } 
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(p(z), @'(2),-°- pP@ + (2) stetig fir r<2z<a+h, und g’+"(z) daselbst 
von Null verschieden), welcher u. a. fiir g = 0 (di h.g! = 1, pa) = gia)) 
und g(z) = w(¢ — w) den ScHLOmiLcuschen Rest (57) liefert, iiberdies 
(fiir q—=n 1) neuerdings von STouz') beniitzt wurde, um ‘nachzuweisen, 
dafs die friiher stets fir «<2<a#-+h geforderte Existenz eindeutiger 
und endlicher f(z), --- f(z) an der Grenze z = « + h fiir die Giiltig- 
keit der TayLorschen Formel keineswegs notwendig erscheint.*) 

Im iibrigen verdient ausdriicklich bemerkt zu werden, dals zur Ab- 


2 UR ey epee ceer 


leitung der TayLorschen Formel mit dem fiir die meisten Zwecke hin- 
linglich allgemeinen ScHLOMILCH-RocuEschen Restgliede schon der ge- 


wohnliche Mittelwertsatz und zwar in seiner einfachsten Form (als sog. 


RouueEscher Satz) vollkommen ausreicht. Darnach hat man”*): ' 
(59) Fé) = ) 


fiir irgend ein bestimmtes § des Intervalles a,<&< X, wenn F\z,) 


= F(X) =0, F(x) eindeutiy wnd stetig fiir a, <a < X, aulserdem J'(7) 
. F(a +h) I(x : oe . . = a 
d.h. lim at eindeutig (endlich oder unendlich) fiir 7, <a < X, 


4=0 - 


0 


Setzt man namlich: 


(O00) F(x) = {(X) [(*) [ (@)- 71 re 
“(n—1) (4) . (X— ; ; 
—f (t)- pr «OT (X —- x)! 
und definiert @ durch die Gleichung: 
(61) O = f(X) -f (Xo) — f (Xo) - 1! 
te—1/4.\ , (X—%)*—! So 
—f (2p) - @— DI VY -(X — a), 
wo x, irgend eine bestimmte Zahl < X bedeutet, so folgt: 
, (X —a)"—! ; 
(62) F@)=F(X)=0, P(e) =f) — Ow (Xa, 


1) A. a. O. p. 98. 

2) Hieraus erklirt sich die bekannte Thatsache, dals die Taytorsche bezw. Ma 
Laurinsche Reihe an der Konvergenz-Grenze noch absolut konvergieren und die be- 
tretfende Funktion darstellen kann, auch wenn die siimtlichen Differential-Quotienten 
dort unendlich werden. Beispiel: 


1 S) x ws 
(i—-2)-lg =x — fiir @ = 1. 
: 1—zx mal v(v + 1) 


SroLz, a 


B 





eT 
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und somit, wenn man die Stetigkeit und Kindeutigkeit von F(x) d. h. von 
f(a), Fe), 00 (OP (e) fiir ay <a << X, aulserdem die Hindeutigheit von 
Fa) dh. von f(x) fiir ay <a < X voraussetzt, nach Gl. (59): 


v(t X— §)"~? 
63 1 (g)=>0 v= ~ ~fME O< 
(63) t (§) doh. & a DIP P'(s) W< 


< X). 


wre 


Wird dann schliefslich noch gesetzt: XN =a, +h, § =a, + Bh (wo 
0 <%< 1), so liefert Gl. (61) ohne weiteres die gesuchte Entwickelung: 


; r ] he! 
(6-4) 1% T h) = [ (Xo) + | (Xo) * - zs “ee + {\ (Xo) 7 ’ 


n—1)! 


(1— B)"? - h" 
+ fy + 0h) On 


(n— 1)! p 


Dieser an Kinfachheit und Strenge wohl kaum etwas zu wiinschen lassende 
Beweis, welcher tibrigens auf eimer direkten Verallgemeinerung des (nach 
SerrET, Calcul différentiel, Nr. 14) von Ossian Bonnet herriihrenden fiir 
den gewoéhnlichen Jittelwertsutz (d. h. den Fall n= 1, p= 1) beruht, 
rihrt nach Hrrmirres Angabe') im wesentlichen von HomMrersuam-Cox 
und RoucuHe her. 

Wihrend die bisher betrachteten mit LAGRANGEs Théorie des fonct. 
anal. beginnenden Herleitungen der TAayLorschen Formel den urspriing 
lich von TayLor zur Auftindung der nach ihm benannten Leihe einge- 
schlagenen Weg vollstiindig verlielsen, so hat man, nachdem die verschiedenen 
Rest-Darstellungen einmal vorlagen, naturgemiils auch den Versuch ge- 
macht, durch passende Vervollkommnung der TayLorschen Methode das- 
selbe Ziel zu erreichen, d. h. die Interpolations-Formel (1) so umzugestalten, 
dafs der schliefslich erforderliche Grenziibergang sich mit der wiinschens- 
werten Strenge ausfiihren lifst und an Stelle der von TayLor filschlich 
vernachlissigten (lieder ein entsprechendes Restglied zum Vorschein kommt. 
In einer aus Notizen AMPERES von GERGONNE®*) zusammengestellten Ab- 
handlung tiber Interpolation und deren Anwendung auf gewisse Prinzipien 
der Differential-Rechnung erscheint das Restglied der Entwickelung von 
{(v@ + h) in der wenig durchsichtigen und zu unmittelbarer Abschitzung 
ungeeigneten Horm”): 


(65) Ry = fala, x,-+-2, 2 +h).h, 


wo (die ,AmPEREsche Interpolations-Funktion“) f,, detiniert ist durch die 
Rekursions-Formel: 


1) Cours d@’ analyse 'T. I (1873), p. 49, 50. 
2) Annales de mathém. T. XVI (1825—26), p. 329—349. 
3) Ala. O. p. 348. 
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— ZX, \fn( Wy, Uo, °° Mati) = fn —1(X,, Ly, °** Xn) fn a(@ 
(Hy — X,) +f, (4%, Ve) = F(X) — f(a). 


CRELLE') bringt, gelegentlich der Ableitung einer von ihm schiefer Weise 
als ,allgemeine Tayxorsche Reihe* bezeichneten Entwickelung*), von der 
Interpolations-Formel (1) ausgehend, das Restglied der (gewéhnlichen) 
TayLorschen Formel fiir f(z +h) auf eine Form, welche bei korrekter 
Schreibweise folgendermalsen lauten wiirde’*): 


n—1 , n 
2° . — f(x) ] 
(06) R, = a (’ a fe) ; ev 
, lea” t a—x le r+tirz (n—1! 


und somit im wesentlichen mit einer friiher erwihnten AmpkreEschen Rest- 
darstellung (s. Gl. (45)) iibereinstimmt. 

Eine merkliche Vereinfachung und zugleich Weiterfiihrung eines Teils 
der sehr umstindlichen und wenig anmutenden CRELLEschen Untersuchung 
giebt SCHLOMILCH im 2. Jahrgang seiner Zeitschrift (1857) und gelangt 
dabei zur Darstellung von &, sowohl durch das bestimmte Integral 
(welches er falschlich als AmprRrsche Restform bezeichnet), als auch in 
der CaucHyschen Form (55). 

Weitaus am einfachsten ist aber eine hierher gehérige und, wie mir 
scheint, zu wenig bekannte Herleitung der TayLorschen Formel von 
J. Caqueé.*) Hier wird zuniichst mit Hiilfe einfacher Differenzen-Be- 
ziehungen die Interpolations-Formel (1) auf die Form gebracht: 


(67) f(a + m- Ax) = f(x) + (m),- Df(~) +--+ (m),- A" f(a) + Bias 
(m > n) 


wo: 
68) Ri, = (m—1),- at 'f (az) (m 2),° A" tf (a Ax) wee 
4 f | r( ; 
+ (),> a" tf(~ + m —n— 1-42). 


Mit Benutzung der bekannten, iibrigens durch vollstindige Induktion leicht 
zu verifizierenden Beziehung: 


(m —1),+ (m — 2), +--+ + (n), = (m), «1 
wird sodann: 
Ry = Jya"tr!. (0 )y toi: ri i 


oder, wenn man m: 42 —/h setzt: 


1) Journ. f. Mathem. Bd. XXII (1839), p. 249 tf 

2) Es handelt sich dabei in Wahrheit um die Herstellung einer Jnterpolations- 
formel (also fiir endliche Ditferenzen) mit Restglied (vgl. Fulsn. 2, p. 457). 

3) A. a. O. p. 254, GL (21). Die betretfende Formel, welche nach der im Texte 
beniitzten Bezeichnung #, 41 entsprechen wiirde, enthiilt tibrigens einen Druckfehler: 
im Nenner steht (n+ 1)! statt m!. 

4) Journ. de mathém, T. X (1875), p. 379. 











t 
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h- 





h—Jdx)::-(h—n- 34a 
1-2---(n+1) 


(69) Ro41= Pats 





wo: 
i n+1 4, 
(490) Om 1) = i - 


n 





arti (x: Bu a +1 (x n— n =f *du 
Oa 1, OA pu), ee 
Aa" dat Ax" 


(am — 1), + (m — 2), +----+(M), 


Nach einem elementaren Mittelwertsatze') besitzt daher P,,, eimen ge- 
wissen mittleren Wert aus: 























at 1 F(a) At! Fe + 42) a"T1fe+m—n—1-42 
dau" 1? dx" +1 ? daa" +1 
Der Grenziibergang lim 47 = 0 (der durch vorausgehende Anwendung des 


Mittelwertsatzes der Diff-It.*) noch an Strenge gewinnen wiirde) liefert 
dann unmittelbar die TAyYLOrsche Formel mit dem LAGRANGEschen Restgliede. 

Die vorstehende Ableitung des fraglichen Kesultates ist zwar nicht 
die kiirzeste, sie erscheint mir aber aus dem Grunde beachtenswert, weil 
sie dessen wahre arithmetische Grundlage mit vollkommener Deutlichkeit 
hervortreten latst. 


I. Die Konvergenz und Giiltigkeit der Tayrorschen Reihenentwickelung. 


Hatte auch LAGRANGE an die Stelle der TayLorschen Reihe, deren 
urspriingliche Herleitung keinerlei Biirgschaft fiir ihre Konveryenz und 
(riiltigkeit bot, die (unter, geeigneten Voraussetzungen) allemal exakte, 
durch ein Restglied vervollstiindigte Darstellungsformel gesetzt, so war 
andererseits die Frage nach der Konvergenz und Giiltigkeit der ersteren 
von seiner Seite nicht untersucht oder vielmehr ohne jede ausreichende 
Begriindung in bejahendem Sinne entschieden worden. Fiir LAGRANGE 
steht die Konveryenz der TayLorschen /teihe und zugleich auch die Giiltig- 

: . NI h’ os 
keit der Beziehung: /(2) + h) = Ps f(&p) + a priort fest, sofern nur 
0 
f(a) fir «=a, endliche Derivierte jeder endlichen Ordnung _besitzt.*) 
Das Restglied R, dient ihm lediglich zur Abschitzung des Fehlers, den 
man beim Abbrechen der Reihe bei irgend einem bestimmten x” Gliede 








1) Caucny, Analyse algébrique, Note HZ, Théoreme 12, p. 447 (= Oeuvres, (2) 
T. II, p. 368). 
2) Dabei wird (bei endlich bleibendem 4.) 
P. +1= f" +1) (a + #h) 
d.h. man erhiilt die sogenannte Newronsche Interpolations-Formel mit Restglied (vg). 
Markorr, Differenzen-Rechnung (Leipzig 1896), p. 15, Gl. (20)). 
3) Théorie des fonct. anal., Chap. V, No. 30 (Oeuvres, 'T. IX, p. 65): ,,On conelura 





que le développement ne peut devenir fautif pour une valeur donnée de w, quau- 
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begehen wiirde, aber in keiner Weise dazu, um aus der Beschaffenheit 
von lim &, Schliisse auf die Konvergenz und Giiltigheit der wunendlichen 


Rethenentwickelung ma ziehen. Auch AMPERE steht noch durchaus auf 
diesem Standpunkte, wihrend man bei LAPLACE die Bemerkung findet'), 
dals man aus dem Restgliede aufser dem Grade der Anniihrung, welche 
durch Summation einer endlichen Gliederzahl erzielt wird, auch die 
etwaige Aounvergenz der Reihe beurteilen kénne. Die priizise Formulierung 
der Konvergenz- und Giiltigkeits-Bedingungen giebt dann Caucuy im Cale. 
infin. von 1823, p. 145 (== Oeuvres, (2) T. IV, p. 224), niimlich: 

, 


; ; . <1 , . & 
Die Reihe 1%) + > [’ (XQ) = 


= ist honvergent und besitzt zugleich 


1 
die Summe /(7, + h), wenn das Restintegral (49) fiir unendlich 
wachsendes » gegen Null konvergiert.*) 
Zugleich aber (p. 152 bezw. p. 299) hebt er hervor*), dafs selbst dann, 
wenn die Reihe /onvergiert, ihre Summe von {(a, + h) verschieden aus- 


fallen kann, und belegt diese Behauptung durch die Mac Laurtnsche 
1 
Entwickelung von f(a) =e-"-+-e *. In dem Cale. diff. von 1829 unter 
scheidet er daher ganz ausdriicklich zwischen der Konvergenz- und der 
Giiltigkeits-Bedingung und formuliert in dieser Hinsicht die folgenden 
Kriterien*): 
Ist: 


(71) / a 8, 


Sf @t- 


tant qu'une des fonctions /(a#), /’(@), /“(a), ete. deviendra infinie, ainsi que toutes 


“ 


les suivantes, pour cette valeur de «x. Ebenso: Legons sur le cale. des fonct., L. 
VII (Oeuvres, T. X, p. 72). 

1) Théorie des prob., Livre I, Schlufssatz (Oeuvres, T. VII, p. 180). 

2) Weniger korrekt ist die entsprechende Formulierung im Cale. diff. von 1829, 
p. 88, wo an die Stelle des Restintegrals das Lacrancesche oderCaucuysche R, (x, @) tritt: 


hier geniigt es in Wahrheit nicht, dals lim R(x, 0) = 0 fiir jeden einzelnen Wert 
i= 

des Intervalls 0<(@<(1, vielmehr mufs die Konvergenz gegen Null fiir 0< @<1 
eine gleichmd/sige sein: vgl. Mathem. Ann. Bd. 44 (1894), p. 59. 

3) Er legt auf diese Bemerkung mit Recht grofsen Wert und erwihnt sie schon 
im Vorwort, anschliefsend an die in Fulsn. 3), p 450) citierte, gegen Lacranee gerichtete 
Stelle: ,,...et nous ajouterons qué, dans plusieurs cas, le Théoreme de Taytor 
semble fournir le développement d’ une fonction en série convergente, quoique la 
somme de la série différe essentiellement de la fonction proposée.* 

4) A. a. O. p. 103, 104 Oeuvres, (2) T. IV, p. 391—393). 

5) Ich beniitze das Zeichen lim (= oberer Limes) fiir Caucuys: ,la plus grande 
des limites“ 
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, ; R11, » i 
so konvergiert die Reihe f(a) + Ss} — { (a) -W’ fir h< ge 
fom «6(V: 
1 


Ist fiir irgend ein bestimmtes /, und 0< #@< 1: 
1 


xr. oh.” a 1— gr). (2) (1 oh.)|” 
ors “® | — (oder auch: lim . ) faa / i tot to — YW), 


ne n=@ 
so besitzt sie zugleich die Summe /(a,-+ h) fiir h << y~}. 
Dabei ist » = gm, wenn: 





1 
| p(n) 


(72) lim / 


i= D® 









(73) iar ate! ( beaw (1 — 8)"—? - (Ma, + Fh, ) 


foo x, f™ Ly | 






fiir unendlich wachsende » endlich bleibt.') 

Als Beispiel fiir die Nichtiibereinstimmung von Rethensumme und dar- 
zustellender Funktion citiert er dann wieder lediglich das bereits oben 
erwiihnte. Wenn nun auch in der That a priori die Moéglichkeit ein- 


leuchtet, dals lim R,(x,,h) einen von Null verschiedenen (im alleemeinen 
oO? Do 


n v. 















dann offenbar von 2) und h abhiingigen) endlichen Grenzwert R(x, h) be- 
sitzen kann, in welchem Falle dann die zu /(2)-+ h) gehérige TayLorsche 


1 


"os / , ; a , h : : : 
Rethe S(a, h) = f(a) + >rf (a9) - 3, Zwar konvergieren, aber nicht die 
1 


Summe f(a) +h), sondern f(a +h) + R(x, h) besitzen wiirde, so wird 

doch durch das obige Beispiel das thatstichliche Vorkommen dieses Falles 

nicht vollkommen iiberzeugend oder zam mindesten nicht erschipfend erwiesen. 
_ 1 

Denn die in Frage kommende Funktion e “ ist an der kritischen Stelle 

a= tiberhaupt nicht eigentlich definiert-, d. hh. sie kann aus dem sonst 

zu ihrer Definition dienenden arithmetischen Ausdrucke: 


1 tk 


—-— ‘ 1 1 
eF = (HI es 


0 
(oder einem iihnlichen, durch ,,analytische Fortsetzung* daraus ableitbaren®)) 
durch direktes Einsetzen von « = 0 nicht berechnet werden. Der ihr fiir 
« =O zuerteilte Wert beruht vielmehr auf einer speziellen, bis zu einem 
gewissen Grade willkiirlichen Fortsetzung. In der Umgebung einer solchen 
Stelle, fiir welche /(a) — auch im Sinne von LAGRANGE — garnicht mehr 
den Charakter einer ,analytischen“ Funktion besitzt, kann aber die Giiltig- 
keit der TAyLorschen Reihenentwickelung von vornherein gar nicht er- 














- 
se, 





1) Genauer: Es miissen die betreffenden Ausdriicke fiir 0° 
unter einer bestimmten Grenze bleiben 
» 


2) Vgl. meine Bemerkungen:; Mathem. Ann, Bd, 44 (1894), p. 51. 
30* 


o\1undn>N 
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wartet werden. Und der wesentlichere Teil der hier in Betracht kommenden 
Frage, niimlich ob die Werte /(«,-+ h) eines fiir « = x, mit siimtlichen 
Derivierten egentlich definierten arithmetischen Ausdrucks f{(a) bei Aon- 
vergenz der zugehérigen TayLorschen Reihe von deren Summe S(2, h) 
verschieden ausfallen kinnen, wird durch Caucuys Beispiel nicht ent- 
schieden, der wahre Aern der betretfenden LAGRANGEschen Hypothese 
bleibt also eigentlich unberiihrt. 

Die andere Hypothese LAGRANGEs, dalfs nimlich die Endlichkeit von 
f(a)) f(a) (v = 1, 2,5...) allemal co ipso die Konvergenz von S(x, h) 
nach sich ziehe, ist merkwiirdiger Weise von Caucny iiberhaupt nicht 
angefochten worden, obschon gerade sie auf den ersten Blick den Wider- 
spruch weit mehr herausfordert. Denn da die Werte der Derivierten 
{\\x), auch wenn sie fiir jedes einzelne v endlich ausfallen, im allgemeinen 
mit v ins Unendliche wachsen (wie schon ein Blick auf jede beliebige ge- 
» endliche Funktion lehrt), so liegt gar kein an 
nehmbarer Grund vor, an der Kxistenz von Funktionen zu zweifeln, bei 


brochen-rationale, fiir a 


welchen |/\)(x)| fiir irgend ein 2 = a mit v so stark (z. B. so, wie (v!)*) 


zunimmt, dals 2 — f(a) -h’ tiir kein h > O honvergiert. 
vy! \ . 


Im iibrigen scheinen CAUCHYs immerhin zu einer schirferen Priifung 
der LAGRANGEschen Hypothesen herausfordernden Bemerkungen liingere 
Zeit kaum beachtet worden zu sein. Wohl erst nach der Mitte des Jahr 
hunderts fiingt das oben erwiihnte Beispiel an, ,,klassisch“ zu werden d. h. 
in die meisten grélseren Lehrbiicher der Differentialrechnung iiberzugehen, 
ohne freilich irgend welche Weiterbildung zu erfahren oder zu neuen, 
nicht schon von CaucHy gemachten Bemerkungen Anlals zu geben.') 
Kinzig und allen in Cournots Traité élém. de la théorie des fonctions 
T. 1 (2. éd. 1857), p. 174 fand ich ein Raisonnement, welches im Anschluls 
an jenes Beispiel wenigstens versucht, die Unhaltbarkeit der LAGRANGE- 
schen (riiltigkeits-Hypothese schirfer zu formulieren. CouRNOT hebt zu- 
niichst noch prignanter als Caucuy den eigentlichen Grund hervor, warum 
aus der Aonvergenz der Reihe noch kemeswegs die Giiltigkeit der Be- 


ziehung S(x),h) = f(v% + h) folge: die Bedingung lim Rf, = 0 zieht 
a x 

zwar die Aunvergenz der Reihe nach sich, aber nicht wmgekehrt. Sodann 

erklirt er es schlechthin fiir absurd, anzunehmen, dais die Werte von 

f(%o), f'(%o)> f' \%o)) --- Gen Verlauf der Kurve y =/(xz) fiir irgend ein 

Intervall w,<a2<ay+h im jedem Kalle vollstiindig bestimmen sollen: das 


1) Hanxex in seiner bekannten Abhandlung iiber die unendlich oft unstetigen 
Funktionen (1870) vertritt noch vollkommen den Lagranceschen Standpunkt: s. Mathem. 


Ann. Bd. 20 1582), p. 102. 
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sei allerdings beweishar fiir jedes algebraische f(x); dieses Resultat aber 
auf beliebige franscendente oder gar ,empirische~ Funktionen zu iibertragen, 
dazu fehle jede Berechtigung. 

{inen merklichen Fortschritt in der angedeuteten Richtung enthiilt 
erst ein 1876 in den Miinchener Sitzungs-Berichten publizierter Auf- 
satz von P. puBots-Reymonp: Uber den Giiltigheitsbereich der Tayzor- 
schen Teihenentwickelung.') Hier wird zum ersten Male ein unbeschrankt 
differenzierbarer arithmetischer Ausdruck f(a) angegeben, dessen Mac 
LauriNsche Reihenentwickelung trotz der Endlichkeit von f(0) und f(0) 
(fiir jedes einzelne vy = 1,2,3,...) bestindig, d. h. fiir jedes von Null 
verschiedene «x, divergiert, sodafs also hiermit wenigstens die LAGRANGEsche 
Konvergenz-Hypothese widerlegt erscheint. 

Ein genaueres Eingehen auf die eigentliche, im heutigen Sinne 
,funktionentheoretische“ Grundlage*) der bei dem eben genannten Bei- 
spiele auftretenden Erscheinung fiihrte mich spiiterhin auf die Konstruktion 
iihnlich gearteter Ausdriicke, welche nicht nur eine merkliche Verein 
fachung und Vervollkommnung des puBois-ReyMonDschen Beispiels liefern, 
sondern auch zur detinitiven Beseitigung der LAGRANGEschen (riiltigheits- 
Hypothese dienlich erscheinen. Setzt man niimlich*): 


(74) f(2) = N . : a - (a reell und |a|> 1), 

— vi! 1+ aa ' 
so konvergiert diese Reihe, nebst allen durch gliedweise Differentiation 
daraus hervorgehenden, fiir jeden reellen x-Bereich absolut und gleichma/sig 
und stellt also eine fiir alle reellen x wunbeschrdnkt differenzierbare*) 
Funktion vor. Da nun insbesondere: 


(7D) f(0) — e. fRM(O) iat 0, fe" (0) == (—. 1 yu, (2u)! e az 


so erkennt man ohne weiteres mit Hiilfe des Caucuyschen Fundamental- 
kriteriums (71), dafs die zugehérige Mac Laurtinsche Reihe: 


(76) S(O, Tt) = 7 (— 1) e e " ° x 


wre 
0 


1) Wieder abgedruckt: Mathem. Ann. Bd. 21 (1883), p. 109—117. 
Vel. Miinch. Ber. 1892, p. 216 ff.; auch: Mathem. Ann. Bd. 42 (1898), p. 156 ff. 
Val. Chicago Congr. Papers 1893 (publ. 1896), p. 300 ff. Daselbst auch eine 
graphische Darstellung einer nicht-entwickelbaren Funktion und. der zugehérigen, 
davon verschiedenen Mac Lavrinschen Reihensumme. 


) 


») 
2 
o 


4) Weun von einer Funktion f(a) gesagt wird, sie sei fiir 7, << a < X unbeschrénkt 


differenzierbar, so sollen hiermit immer die folgenden Eigenschaften zusammengefafst 


werden: /(«) ist fiir a, <a <\ X eindeutig, endlich und stetig und besitzt tiir 
<u aX vollstindige, tir «=x, bezw. X zum mindesten rechte bezw. linke end- 


liche Differential-Quotienten jeder -endlichen Ordnung. 
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im Falle 4 > 0 fiir jedes |x| > 0 divergiert, dagegen im Falle 1 < 0 be- 
stiindig konvergiert. Dafs aber im letzterem Falle — mit etwaiger Aus- 
nahme einer in jedem endlichen Bereiche endlichen Anzahl von Stellen - 

die Beziehung f(v) = S(O, 2) unmédglich ist, erkennt man allgemein, wenn 
man beachtet, dafs fiir f(v) als Funktion der komplexen Verinderlichen « 
der Wert « =0 als Héiufungsstelle der unendlich vielen au/serwesentlich 
singuliiren Stellen « = -+- ia~" erscheint. Unterwirft man im iibrigen a 


a 
| 


noch der Bedingung, > z zu sein, so kann die Nicht- Existenz 


der Beziehung f(x) = S(0,7) auch ganz direkt, lediglich mit den ein 
fachsten, der Theorie der recllen Funktionen angehérigen Hilfsmitteln 
bewiesen werden. *) 

Beruhte die hier in Betracht kommende Kivenschaft des Ausdrucks (74), 
welcher sich auch leicht zu einem 7ypus verallgemeinern liifst*), im Grunde 
genommen auf der Kondensation aufserwesentlicher Singularititen, so fiihrt 
ein anderes, ebenfalls sehr einfaches funktionentheoretisches Prinzip zu 
einer weiteren Gruppe unbeschriinkt differenzierbarer, aber nicht nach 
Potenzen von « entwickelbarer Ausdriicke: niimlich der Satz, dafs jede 
Potenzreihe 2u,z' mit dem Konvergenzradius |z| = 1 auf dem Kon- 
vergenzkreise mindestens eine singuliire Stelle besitzen mufs und dals, 
im Falle reeller a, >0O stets z= 1 eine solche Stelle sein muls. Da 
man andererseits die a, leicht so wiihlen kann, dals aufser der Reihe 
selbst auch alle durch Differentiation daraus hervorgehenden fiir z = 1 
noch konvergieren®), so gelangt man mit Hilfe der Substitution z = e” 
(wo «x reell) za Ausdriicken von der Form‘): 


(77) - rd, COS YZ, f(x) = YA, sin va, 

ype 

0 
welche fiir jedes endliche reelle « und speziell fiir « — 0 endliche Diffe- 
rentialquotienten jeder endlichen Ordnung besitzen, wiihrend die Ent- 
wickelbarkeit nach der Mac Laurtnschen Reihe (wegen z = 1 fiir « = 0) 
ausgeschlossen erscheint. Ubrigens liifst sich auch ganz direkt deren be- 
stiindige Divergenz nachweisen. 
Aus den besprochenen Ausdriicken lassen sich andere, in der Form 


1) Vgl. Chicago Congr. Papers p. 302; Mathem. Ann. Bd. 42, p. 162. 
2) Vgl. a. a. O. p. 166. 


3) Man hat nur zu setzen: a, = ¥ wo m,, schwiicher ins Unendliche wiichst, 
v 
als : ss Mathem. Ann. Bd. 44 (1894), p. 43. 
gv 
4) Vgl. a. a. O. p. 45; aufserdem auch vuBors-Revmonv, a. af Oo p. 117; 
G,. Vivanti, Rivista di matematica 3 (1893), pe 111-114, 








n 


i 
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absolut konvergenter und unbeschrankt differenzierbarer Fovrierscher Ieihen 
erscheinende ableiten, bei denen die Entwickelbarkeit nach der TAYLOR 
schen Reihe nur auf einer Seite von w, statttindet, wiihrend die auf der 
andern Seite selbstverstiindlich gleichfalls honvergierende Reihe die mit 
allen Differentialquotienten  stetig bleibende Funktion nicht mehr darstellt. ') 
Sodann ergeben sich mit Hilfe bekannter Kondensationsmethoden auch 
solche Ausdriicke, welchen (rotz wnbeschriinkter Differenzierbarkeit die 
Nicht-Entwickelbarkeit in der Umgebung jeder Stelle irgend eines Intervalls 
zukommt*), darunter auch die folgenden’): 

f 


no —y 4 ryi . 
(id) fy (*) = SN! , COs x [.(2) = S , sin au 
<a v! : v! 


vy Ps 
0 0 
(a eine pos. ganze Zahl), welche, bei durchweg unbeschriinkter Difteren- 
zierbarkeit in jedem kleinsten Intervalle Stellen mit bestiindig divergenter, 
zugleich aber auch, wenn a von der orm 4/ + 3, solche mit bestindig 
konvergenter TayLorscher Reihe besitzen. Ich mufs indessen bemerken, 
dafs Cu. CELLERIER in einer sehr merkwiirdigen Abhandlung, die erst 
nach seinem ode im Jahre 1890 publiziert wurde‘), deren nicht genauer 
festzustellende Abfassungszeit aber erheblich zuriick zu liegen scheint, die 
fraglichen Kigenschaften der Reihe /,(x) (mit der unnétigen Hinschriinkung, 
dals a eine ,sehr gro/se“ natiirliche Zahl bedeuten solle) bereits ab- 
geleitet hat. 

Auf Grund der vorstehend mitgeteilten Resultate ist also voll- 
kommen festgestellt, dafs die unbeschrinkte Differenzierbarkeit von f(x) 
fiir v4, <«1<a, +h, noch nicht die Konvergenz der TayLorschen Rethe 
S(%, h) fiir irgend ein h > 0 und diese letztere wiederum noch nicht die 
(riltigkeitt der Beziehung f(x, + h) = S(%, ) nach sich zieht. Und 
zwar — worauf ich einigen Nachdruck legen méchte — finden sich unter 
den, niichst den rationalen Funktionen, einfachsten arithmetischen Aus- 
driicken, niimlich absolut und gleichmd/sig konvergenten Reihen rationaler 


1) Mathem. Ann. Bd. 44, p. 54. 

2) Mathem. Ann. Bd. 42, p. 169—176 und (mit Berichtigung eines dort vor- 
kommenden Fehlschlusses): Mathem. Ann. Bd. 50 (1898), p. 450. — Mathem. Ann. 
Bd. 44, p. 51. 

3) Vgl. aulser der zuletzt citierten Stelle: Miinch. Ber. 22 (1892), p. 244 oder 
Mathem. Ann. Bd. 42, p. 182. — Die Reihe /,(#) mit der Beschriinkung auf wn- 
gerade a schon bei M. Lercu: Journ. f. Mathem. Bd. 108 (1888), p. 182. 

4) Bulletin d. sc. mathém. T. XXIV (= (2) T. XIV), p. 158. Die betreffende 
Abhandlung ist mir leider selbst erst vor verhiiltnismiifsig kurzer Zeit (bei der Ab- 
fassung meines Encyklopiidie-Artikels iiber die Grundlagen der Funktionenlehre) zu 
Gesicht gekommen. 
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Funktionen mit rationalen Zahlenkoefficienten, solche, bei denen der Fall 
der totalen Divergenz oder der Nichtiibereinstimmung von f(a, + h) und 
S(a,, h) wirklich eintritt (s. (74)). 

Hierdurch tritt nun aber die Frage in den Vordergrund, welche Be- 
dingung za der unbeschriinkten Differenzierbarkeit als notwendig') und hin- 
h) als 
h) zu sichern.*) Fine der 


reichend noch hinzutreten muls, um sowohl die Konvergenz von S(a 
auch die Existenz der Beziehung f(a + h) = S(a 


' 0? 


0? 


artige Bedingung besteht nun freilich in dem Verschwinden von lim R,: 


f 
bentitzt man aber fiir ?, eine der erwihnten Abschiitzungsformeln, etwa 
die LAGRANGEsche oder Caucnysche, so mufs man, da dieselben ein wn 
bekanntes und iiberdies mit n verdnderliches ® enthalten, geradezu das 
gleichmd{sige Verschwinden*) der betreffenden Grenzwerte fiir alle # des 
Intervalls 0 < #< 1 verlangen, um eine zwar hinreichende Bedingung zu 
erhalten, deren Notwendigheit indessen zum mindesten fraglich bleibt. 
Nimmt man dagegen fiir R,, die Integralformel (47), so gelangt man zwar 
zu einer formalen Darstellung der gesuchten notwendigen wind hinreichenden 
Bedingung: da uns aber die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, 


“ 


welchen f(x) fiir 7, <a#< a, +h geniigen muls, damit 


i= 7 


h 
lim ;, = ; fe bef) (ty $h—t)-dt 


verschwinde, vdlliq unbekannt sind, so sagt uns jene Bedingung in Bezug 
auf die erforderlichen Evgenschaften der Funktion f(x) im Grunde ge- 
nommen garnichts. Will man diesen selbst niher kommen, so muls man 
das Integral durch Mittelwert-Operationen zn reduzieren suchen und kommt 
dann wieder nur auf die oben genannten oder iihnliche Abschdtzungs- 
formeln, also schliefslich auf zwar hinreichende, aber zuniichst nicht not 
wendig erscheinende Bedingungen. 

Um nun vor allem eine notwendige Bedingung fiir die rechtsseitige 
Entwickelbarkeit von f(x, +) (wo also h >) zu gewinnen, habe ich 
mit Hilfe sehr einfacher, im wesentlichen auf der gleichmi/sigen Kon- 


1) ,,Von den mnotwendigen Bedingungen fiir die Tayiorsche Entwickelung, falls 
dergleichen vorhanden sind, haben wir aber nicht die geringste Vorstellung; ja ich 
glaube sogar, dals tiber den Spielraum, welchen sie gewiihren kinnten, irrige An- 
sichten allgemein verbreitet sind“ (pvBors-Reymonp, a. a. O. p. 108). 

2) (ber einen von J. Kéxic (Mathem. Ann. Bd. 23 [1884] gemachten Versuch, 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Tayiorsche Reihenent- 
wickelung zu formulieren, vgl. Chicago Congr. Papers, p. 295. 

3) Vgl. Fufsn. 2) p. 458. 
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vergenz von Potenzreihen einer und zweier Variablen beruhender Betrach- 
tungen den folgenden Satz bewiesen'): 
(A) Definiert man f(x) fiir «4, <a<a«, + R dureh die fiir 
O<h< RF als konvergent vorausgesetzte Potenzreihe: 


£ 


7 7 
(79) {(a@% + h) = Ss Cy: h’, 
errapoes 
0 
so ist f(x) fiir a <a <ay+ R unbeschriinkt differenzierbar, und 
man hat fiir p=0O,-+1,+2,...: 


} 


ork : , ° 1 “(n) (on n+p 
(80) empl F,,,.(h, k) lim @apil (Xm + h)- kn te = 0 


n 
gleichmi/sig fiir alle h,k des Bereiches: 
(80*) O<h<oh+kh<r, sofern nur: r< R. 

Die in der Beziehung (80) enthaltene Folge von Bedingungen, welche 
hiernach fiir die Darstellbarkeit von f(#,-+ h) dureh eine Potenzreihe 
Sc,’ in dem Sinne als notwendig erscheinen, dafs sie mit Sicherheit 
stimtlich erfiillt sind, wenn jene Darstellbarkeit vorhanden ist, lifst sich 
aber auf eine emzige reduzieren, welche allemal die Existenz aller iibrigen 
co ipso nach sich zieht; d.h. es besteht der folgende Satz: 

(B) Ist /“(a@) eine fiir jedes positive ganzzahlige » und fiir 


Ins urcu R eindeutig definierte Funktion, welche fiir trgend 
0 0 Db 3 ‘ 
en p=, +1, +2,... der Bedingung (80) (80*) geniigt, so 


gilt das gleiche fiir jedes solche p. 

Mit Beniitzung dieser beiden Siitze lassen sich nun die Giiltigkeits- 
Bedingungen der TayLorschen Reihenentwickelung zuniichst folgender- 
mafsen formulieren: 

(1) Damit die fiir 7,<a2<a, + R eindeutig definierte Funk- 
tion f(«) darstellbar sei durch die Formel: 


(RL) fey Eh) = fla) + SPL f(a) he fir: OSA <R, 
1 


ist notwendig und hinreichend: 
1) Die unbeschriinkte Differenzierbarkeit von f(.) fiir vy <<av<ay+N. 
2) Die Existenz der Beziehung (S80) (80*) fiir irgend ein p = 0, 
+ 1, +2,--- 
Die. Notwendigkeit dieser Bedingungen folgt unmittelbar aus dem 
Satze (A). Um sie als hinreichend zu erweisen, steht es in Folge von 


1) Uber die notwendigen und hinreichenden Bedingungen des Taytorschen Lehr- 
satzes etc. Mathem.. Ann. Bd. 44 (1894), p. 57—82. Vgl. auch die Darstellungen 
bei Srorz (Grundlagen Bad. Il, p. 321 — 330) und Pascat (Esercizi di calcolo inf. 
p. 196—207). 
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Satz (B) frei, p beliebig zu spezialisieren. Bei der Annahme p = —- | 
geht nun aber die Bedingung (80) (80"), wenn man #h (wo 0 << #< 1) 


statt 4 schreibt und k = (1 — #)-h setzt, in die folgende iiber: 


ay (ay + Hh) «(1 — 8-1-1 = 0 


(82) lim 


z= 


(n 


(82*) gleichmd/sig fir: O<h<r (wo: r< R). 

Da die Bedingung (82) nach Multiplikation mit h das (fiir jedes 
einzelne h< R und alle # des Bereiches 0 << & <1 gleichmd/sige) Ver- 
schwinden des Caucuyschen Restgliedes aussagt, so folgt daraus auch un- 
mittelbar die Giiltigkeit der Entwickelung (81), und es ergiebt sich zu 
gleich die folgende kiirzere (auf Grund des Satzes (B) jedoch mit (I) 
vollig gleichwertige) Formulierung der Giiltigkeitsbedingungen: 

(IT) Fiir die Existenz der Formel (81) ist aufser der Be- 
dingung (1), 1) notwendig und hinreichend, dals das Caucnysche 
Restglied 


(83) R,, (a, h) = = LO (ay + Hh) (1 a) 1. he 


fiir jedes einzelne / des Bereiches 0 <h < R und alle des Be- 
reiches OC #® <1 bei lim x = © gleichmi/sig verschwinde. ') 
Es erwies sich nun aber als lehrreich, den Satz (1) auch noch von 
der Annahme p = 0 ausgehend, also unter der Voraussetzung: 
(84) lim =i (ay th)-ke =0- gleichmiifsig fir: O<h<h+tkh<r 


zi beweisen, da sich hierbei noch eine gewisse Herabminderung der 
schliefslich an Stelle von (84) als wotwendig in die Voraussetzung auf- 
zunehmende Bedingung ergiebt. Bei dem betreffenden Beweise, welcher 
im Anschluls an die Bedingung (84) naturgemiils auf der Benutzung der 
LAGRANGEschen Restform beruht, wird nimlich jene Bedingung in Wahr- 
heit ygarnicht vollstindig im Anspruch genommen, und man gelangt darnach 
noch zu folgender Fassung des fraglichen Satzes: 

(Il) Fiir die Existenz der Formel (81) ist aufser der Be- 
dingung I, 1) noterendig und hinreichend, dafs die Reithe (81) fiir 
h< R konvergiert®) und dafs, nach Annahme von r< R und 
o0<R—r: 

1) Das Cavcnysche Restglied, das zunichst gegeniiber dem Lagranceschen 
allenfalls fiir gewisse spezielle Restbestimmungen vorteilhafter, im iibrigen aber als 
von sekundiirer Wichtigkeit erscheint, gewinnt hierdurch eine ganz neue prinzipielle 
Bedeutung. 

2) Diese Konvergenz ist gleichwertig mit der Bedingung: 

lim 2 Aw) k=O fir: k oR. 


0 
n==x N- 
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ae a i, se6. ‘ie 
(85) lim f(a). 9" =0 gleichmd/siy fiir: a<e<ay +r.) 
= ! | 


(= 

Wiihrend die Fassung (1) als die allgemeinste, (ID) als die hiirzeste erscheint, 
so bietet (IIL) folgende Vorteile: ersfens ist darin priignant ausgesprochen, 
welche besondere Bedingung noch zur Konvergenz der Reihe hinzutreten 
mufs, um die Giiltigkeit der Entwickelung zu sichern; zwettens bedarf ja 
die Notwendighkeit der Konvergenz iiberhaupt keines Beweises, wiihrend 
diejenige der Bedingung (85) erheblich einfacher bewiesen werden kann ®*), 
als der allgemeinere Satz (A). 

Die besondere Stellung, welche die Caucuysche Restform hierbei ge- 
wonnen hat, legt die Frage nahe, ob das LAGraNGEsche Restglied eine 
analoge Rolle spielt. Eine einfache funktionentheoretische Betrachtung 
fiihrt nun in dieser Hinsicht zu dem folgenden Ergebnis: 

(IV) Fiir die Existenz der Formel (81) ist aufser der Be- 
dingung I, 1) notwendig, dafs das LAGrANGEsche Restglied: 


(86) Ru(ig, h) = 2 f(a + Oh)» 


= ‘ ; : R 
fiir jedes einzelne h des Bereiches O0<h< , und alle @ des 


Bereiches 0 << # < 1 gleichméd/sig verschwinde; hinreichend, jedoch 
: . ‘ . we Lt ; 
nicht notwendig, dafs dies auch fiir | <h< R der Fall sei. 


Dureh die letzten Siitze (die sich unmittelbar auch auf den Fall h < 0 


~ 


und sodann durch Kombination der beiden Fille 420 auch auf die 
Entwickelbarkeit in dem zumeist iiblichen Sinne iibertragen lassen) diirfte 
der TayLorsche Satz fiir Funktionen einer reellen Veriinderlichen einen 
gewissen Abschluls erhalten haben. Zugleich gewinnt man dadurch eine 
prizise Formulierung fiir das unterscheidende Merkmal, welches die 
Klasse der entwickelbaren Funktionen aus derjenigen der blofs unbeschrdnkt 
differenzierbaren heraushebt: dasselbe besteht in gewissen wohldefinierten 
Beschriinkungen (s. GI. (84) beaw. (85) nebst Fulsn. 2), p.466), an welche das 


Unendlichwerden yon lim /\() gekniipft ist, und die keineswegs als 


nn xr 
eine blofse Folge der unbeschriinkten Differenzierbarkeit erscheinen, son- 
dern zu dieser noch ausdriicklich /inzutreten miissen. 


IV. Der Tayrorsche Satz fiir Funktionen emer komplexen Variablen. 
Der Versuch, den TayLorschen Satz auf Funktionen einer homplexen 
Veriinderlichen zu iibertragen, diirfte zuerst von Caucny in dem Calcul 
1) Es wird also hier die Existenz der Beziehung (84) zuniichst nur fiir h = 0 
verlangt (s. die vorige Fufsnote); dagegen fiir alle tibrigen h nur bei konstantem, im 


iibrigen durch Wahl von r beliebig klein 2 machendem k = @. 
2) Vgl. a. a. O. p. 66, Zusatz L. 
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diff. von 1829 gemacht worden sein. Nachdem er schon friiher (in dem 
Calcul inf. von 1823, p. 155 = Oeuvres (2) T. IV, p. 234) erkannt hatte, 
f(z -+ dz) —f(@) 


auf die be- 
dz 


dafs die Anwendung des Grenzprozesses lim 

4z:=0 
sonderen Fille f(z) = e*, f(z) =lgz bei komplerem z und 4z genau das- 
selbe Resultat ergiebt, wie bei reellem, definiert er in der 12. Lektion des 
zuerst genannten Werkes (p. 138 = Oeuvres (2) T. IV, p. 431) den Diffe- 
rentialquotienten /’(z) fiir den Fall eines komplexen z allgemein durch die 
Gleichung: 

g-+ 42) — f(z) 


“i “1\ — te, fC 
(87) f (z) == lim 46 ; 


0 
wobei dieser Grenziibergang so zu verstehen ist, dafs iiber die besondere 
Art, wie das komplexe Inkrement 42 der Null zustrebt, keinerlei Voraus- 
setzung gemacht wird. Die Berechtigung zur Aufstellung dieser Definition 
erblickt Caucny darin, dafs dieselbe thatsiichlich ein eindeutig bestimmtes 
f’(z) liefert, sobald man die ,,Form“ von f(z) fixiert hat, d. h. genauer 
gesagt, sobald man jenen Grenzprozefs auf die bekannten Elementar- 
funktionen und deren rationale Zusammensetzungen anwendet (wie a. a. 0. 
des niiheren gezeigt wird). Die entsprechende Definition gilt auch fiir 
die héheren Differentialquotienten. 

Die Substitution 
(88) z=r-e’ (t konstant), f(z)= g(r) +i- u(r) 
fiihrt sodann (a. a. 0. p. 147 ff.) auf die Relationen: 


f’ (2) = lim fre ar e"’) =e-t(g’in +i-y'(”) 
4r=0 Jdr-e 
|p (2) =e "8 (MMF) + 7-¥MOW), 
und die Anwendung der Mac Laurinschen Formel auf g(r), u(r) liefert, 
mit Beniitzung der aus (89) resultierenden Beziehung: 


(90) p(0) + i. ¥(0) = £0) (vy = 1,2,3,...), 
ohne weiteres die Ubertragung jener Formel auf f(z), nimlich: 
. yn 1 

(91) ‘(e) => f(0*) ++ f' (0). 7 4+... ‘(zn—1N)(Q) . — +R 

/ I r/ 1! Tf waa + A, 
wobei freilich das Restglied in der wenig brauchbaren Form erscheint: 

nti im 1 
Qo es ~ oy : . a (F\ ) ) 
(92) R, = ar LP(Or) + t-o(gr)} (0 <{5 If: 1). 
1) Man kann R, auf die etwas elegantere Form bringen: 
Rn = T A-V2- Fn, 

wo |2| <1 und F, das Maximum von | f(”) (¢’ | fiir z’|<|z| bezeichnet (s. z. B. 


Laurent, Jraité d’analyse T. I [1885], p. 190). 
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Durch die bekannte lineare Transformation (vgl. p.446 den Ubergang 
von Gl. (26) zu G1, (30)) findet Caucuy auch die entsprechende Darstellung 
der allgemeinen 'TayLorschen Formel fiir /(z-++h). 

Auf dem von Caucuy hier beniitzten, sehr nahe liegenden Grund- 
gedanken, diese Entwickelungen aus den fiir reelle Veriinderliche geltenden 
dadurch abzuleiten, dafs man die letzteren auf den reellen und von dem 
Kaktor ¢ befreiten imaginiren Teil von f(z) anwendet, beruht auch die 
von FaLk') und eine von MANsion*) gegebene Herleitung, mit dem ein- 
zigen Unterschiede, dafs daselbst von der Zerlegung: 


(93) 12) e+ yt) = P&Yy) + t-¥, y) 
ausgegangen wird, sodafs das Restglied in entsprechend modifizierter, 
iibrigens aber ebenso wenig befriedigender Form erscheint. 

Zu einer brauchbareren Kestformel gelangte DarBoux*) durch direkte 
Ubertragung des erweiterten (Caucuyschen) Mittelwertsatzes (51) auf Funktionen 
einer komplexen Verinderlichen. Darnach hat man: 


FZ)—Fe)_ i. F® 


Y4) 
\ (Z—2'? P ¢—7)P—)? 


wo A eine (im allgemeinen komplexe) Zahl mit dem absoluten Betrage 
|4; <1 und € eine auf der Verbindungslinie ZZ gelegene Stelle bedeutet 
(also: = 2+ 0(Z—2), wo 0<#@<1). Durch Anwendung dieser 
Relation (fiir 2 = 0, Zh) auf die Funktion: 


(95) F(z) = f(% + h) — f(% +h—2z)—f'(% +h—2z)- + —--- 
— f"—Y(4 + h—z)- a 


(n 
ergiebt sich dann ummittelbar die TayLorsche Formel fiir /(2)-4-) mit 
dem Restgliede: 

. a n Pp 7 h” 
OK » _ 7 ) CH en) (> c 
(96) R, =a (—iy!p {(é9 + Bh), 
welches sich von dem ScuLOmiLtcu-Rocueschen (s. Gl. (56)) nur um den 
Kaktor A unterscheidet. 

Den von Darpoux lediglich mit Hilfe einer kinematischen Betrach- 
tung bewiesenen Mittelwertsatz (94) hat MANsion spiiterhin auch rein 


1) Sur les fonctions imaginaires a Végard spécial du calcul des résidus (Nova 
acta soc. scient. Upsal., Vol. extra ordinem, Upsala 1877), p. 14. 

2) Principe d'une théorie nouvelle des fonctions élémentaires d’une variable ima- 
ginaire; Annales de la soc. scient. de Bruxelles, 1885—386, p. 11. 

3) Sur les développements en série des fonctions dune seule variable; Journ. de 
matheém. (2) 'T. IL (1876), p. 293. 
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analytisch begriindet.') Zugleich giebt er noch eine andere Herleitung 
der TayLorschen Formel mit Hiilfe einer geradlinigen komplexen Inte- 
gration. Das Restglied der Entwickelung von /(z) nach Potenzen von 
(2 — Z)) erscheint dabei in der Form”): 


. ; 1 ; ie 
(94) R= = oi.) (2 — t)"—3/M (0) -dt, 


vollkommen iibereinstimmend mit der entsprechenden Restdarstellung 
fiir reelle z.*) 

Im iibrigen wird man den vorstehenden Methoden zur Ableitung der 
TayLorschen Formel fiir Funktionen einer komplexen Veriinderlichen ledig- 
lich eine untergeordnete Bedeutung zuerteilen kénnen. Sie beruhen niim- 
lich auf einer im Grunde genommen allzu einseitigen und dem wahren 
Wesen der Sache nicht entsprechenden Ubertragung der fiir reelle Ver- 
finderliche angemessenen Voraussetzungen und Schlufsfolgerungen: dabei 
muls dann, statt die in Gl. (87) formulierte Fundamentalbedingung der 
Existenz eines bestimmten /’(z) (im omplexen Sinne) wirklich auszuniitzen, 
eine ganze Folge in Wahrheit «iber/liissigery Bedingungen in die Voraus- 
setzung aufgenommen wurden. 

Die Tragweite*) jener Fundamentalbedingung (87) vollstiindig erkannt 
und fiir den Existenzbeweis der TayLorschen Entwickelung verwertet zu 
haben, darf wohl (in Verbindung mit dem zu diesen Untersuchungen in 
naher Beziehung stehenden ,,Cavcuyschen Integralsatze“) tiir die bedeutendste 
analytische Leistung Caucnys gelten.. In zwei 1831, 1832 in Turin 
lithographisch publizierten Abhandlungen®) Sw la mécanique céleste und 
Sur le calcul des résidus et des limites hat Caucny den folgenden Satz 
autgestellt: 


1) a. a. O. p. 36. — Ein anderer Beweis, der auf einer Wererstrass zugeschrie- 
benen Ubertragung des Mittelwertsatzes auf komplexe Funktionen einer reellen Ver- 
iinderlichen beruht, bei Srotz, Grundlagen, Bd. Ll, p. 92 (vgl. auch p. 69). 

2) a. a. O. p. 31. 

3) S. Gl. (49). Man hat daselbst nur z= z,-+h zu setzen und sodann z, + ¢ 
als Integrationsvariable statt ¢ einzufiihren. 

4) Die Thatsache, dafs jene eine Bedingung mehr leistet, als selbst die wn- 
beschriinkte Ditferenzierbarkeit im reellen Sinne, findet ihre einfache Erkliirung darin, 
dafs die letztere immerhin nur eine abzéhlbare Menge von Bedingungen, dagegen die 
einfache Ditferenzierbarkeit im komplexen Sinne schon allein eine solche von der 
Miichtigkeit des Kontinuums reprasentiert. 

5) Die Originale sind mir leider nicht zu Gesicht gekommen. Ich citiere die 


Titel nach Vauson. Vie et travaux de Cavceny, den Inhalt aut Grund des teilweisen 
Wiederabdruckes in spiiteren Publikationen Cavcnys (s. weiter unten) 












Zur Geschichte des Taylorschen Lehrsatzes. 


471 





Die Funktion f(z) (von welcher stillschweigend vorausgesetzt 
wird, dafs sie fiir eine gewisse Umgebung von 7 = 0 eindeutig, 
stetig und mit einem endlichen /’(z) im Sinne der GI. (87) be- 
gabt ist) lifst sich nach positiven ganzen Potenzen von z ent- 
wickeln, solange |z| kleiner ist, als der absolut genommen kleinste 
Wert | Z| = R, fiir welchen f(z) unstetig oder unendlich wird. 

Der Gang des Beweises ist folgender. Setzt man z= -e'' (wo 0 < h), 


so hat man, wenn /’(z) eine Funktion vom Charakter /(z) bedeutet: 


"(o ti Al sti 1 
(98) oF (ee )_ 1 CF (ge ) ) 


ce ot ot 


und daher: 


+ 7 r +2 r 
: 0F(oe') 1 {° “4 V(oe! ; 
(99) fat / = -do= . fdt | 2 (r< R). 
. > de , , »/ 0 ot \ 
—z oO —nz 9 


Vertauscht man in dem rechts stehenden Integrale die Integrationsfolge, so 
folgt durch Ausfiihrung der inneren Integrale: 


+2 


r 
f { F(re’) — F(O)\dt = | | F'(oet') — F(ee-7'\do 
. —1 0 
= 0 ”) 
also: 
+2 
(100) J Fre’) -dt = 2a- F(0) (r< R). 
n 


Wird jetzt mit z ein beliebiger, der Bedingung |z| <7 geniigender Wert 
bezeichnet, und setzt man sodann: 


1) Wegen: 
OF (2 i er 
© = fe) SZ = e'-f'@, 


or or 
0 F(z) 
ot 


02 
ot 
(s, z. B. Caucny-Moreno, Legons de calc. diff. et int., T. Ul, p. 328), 

2) Ich bemerke, dafs Caucuys Definition der Stetigkeit von F(z), d. h. einer ein- 
wertigen bezw. eines eindeutigen Zweiges einer mehrwertigen Funktion allemal die 
Existenz der Beziehung: 


° ti ” 
a iree ‘ef (2) 


= f'(@)s 


F(re'’) = F(re't?" ) 
unfafst: vgl. Journ. de mathém. T. XI (1846), p. 316 und weiter unten p. 474, 
Fulsn. 2). Kin gewoéhnlicher Verzweigungspunkt Z hiitte daher bei Cavcuy zwar noch 
als Stetigkeitspunkt, zugleich aber als Grenzpunkt (Hiiufungsstelle) von Unstetigkeits- 
punkten zu gelten. Infolge dessen miifste in dem obigen Hauptsatze R nicht detfiniert 
werden als Minimum der Absolutwerte von z, fiir welche f(z) wnstetig wird, sondern 
als untere Grenze dieser Werte. 
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es f(re’) — fre , 
F re’) = a - ret! (also: FO) = V), 
re Zz 
so ergiebt sich aus Gl. (100): 
+2 +2 
; * ret! *F(re’’) - ref! 
(101) rz) f , -dt = yf > dt. 
J re'—z e re'— 2 
— mn 
: ‘ ret! : ; 
Mit Beniitzung der Entwickelung von in eine fiir |z|< 7 kon- 
re - é 


vergierende Reihe nach Potenzen von +e" liefert das links stehende 


Integral den Wert 22, und man findet durch Einfiihrung der niimlichen, 
aber begrenzten Entwickelung in das rechts stehende Integral: 


n 1 
‘ Vn a 
(102) f(z) = rez’ + R,, 
0 
wo: 
+ 7 
103) = | frei) edt » = 0,1,2,...) 
\1Vo_ CE ee [(re")-e *¢ (vy == V, 4, 4,-- +); 
“ —A 
+a 
2" * #(r et’) - r- F, 2” 
(104) R, = } / -¢-“—Dti. dt, also: |R,| < . , 
‘ Hn 1 ti - ? | | . ~ ° 
21-7 J re'—2z ’ - |? 
7m 
wenn FJ’. das Maximum von \f(z), fiir alle méglichen |z| =r bedeutet. 
Man hat daher: 
(105) lim k, = 0 fiir |z|<r, d. h. sehliefslich fiir | z| < &, 


n= @® 

womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
Hierzu ist aber folgendes zu bemerken. Da der eigentliche Kern des 
Beweises in einer Vertauschung der Integrationsfolge (Gl. (99), (100)) liegt, 
oF 


so miissen » ay, ah. schliefslich /’(z) geeigneten Stetigheitsbedingungen') 
r ot 5 « « ‘ 


geniigen, von denen aber bei Caucny a. a. O. mit keinem Worte die 
Rede ist. Er scheint dort in der That der Ansicht zu sein, dals f(z) 
immer nur gleichzeitig mit f(2) unstetig werden kénne. Bei einem Wieder- 
abdrucke des obigen Satzes in den Nowv. exercises, T. I (1840) fiigt er 
nimlich die Voraussetzung der Stetigheit von f’(z) ausdriicklich hinzw und 
zwar mit der Motivierung (a. a. O. p. 32): wenn es feststiinde, dals /’(z) 
nur gleichzeitig mit f(z) die Stetigkeit verlieren kénnte (wie es thatsiich- 
lich bei den von ihm zu Beispielen herangezogenen Funktionen der Fall 


1) Solche sind ja sogar schon erforderlich, damit die betreffenden Integrale 
iiberhaupt einen Sinn haben, 
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ist’), so diirfte man die fragliche Voraussetzung fortlassen; da aber eine 
geniigende Sicherheit in dieser Beziehung nicht bestehe, so miisse man 
eben die Stetigkeit von f’(z) noch besonders voraussetzen. So findet sich 
denn auch die ausdriickliche Voraussetzung der Stetigkeit von f’(z) in dem 
Résumé jener Turiner Abhandlungen, welches Caucuy in den 2. Band der 
Nouv. exercises (1841) aufgenommen hat.*) Nichtsdestoweniger hat gerade 
diese Stetigkeitsbedingung noch mancherlei Schicksale gehabt. Wihrend 
Caucny dieselbe im 19. Bande der Comptes rendus (1844, I) noch 
beibehilt*), stellt er schon im folgenden (1844, Il) die Behauptung aut*), 
aus seinen Untersuchungen iiber die verschiedenen Werte eines zweifachen 
Integrales bei Vertauschung der Integrationsfolge gehe mit voller Sicher- 
heit hervor, dals man, ohne an Strenge einzubiilsen, bei dem Satze iiber 
die Potenzreihenentwickelung eine besondere Voraussetzung iiber die Stetig- 
keit von f'(z) nicht einzutfiihren brauche: dies stimme auch iiberein mit 
einer ihm von LIOUVILLE mitgeteilten®) Bemerkung, sodafs also die wr- 
spriingliche (Turier) Fassung von 1831 der spiiteren vorzuziehen sei. 
Auf welche Stelle der angefiihrten Untersuchungen iiber zweifache Inte- 
grale®) sich jene Behauptung griindet, ist mir vollig unerfindlich. Nur 
soviel scheint mir festzustehen, dafs CaucHy dieselbe von nun ab auf- 
recht erhdlt, ohne sie freilich jemals wirklich bewiesen zu haben. 
Nichtsdestoweniger unterliegt es wohl keinem Zweifel, dals ein so 
scharfsinniger und strenger Analytiker wie Caucny zur Aufstellung der 
fraglichen Behauptung seine guten Griinde gehabt haben muls. [ch méchte 
annehmen, dafs es sich dabei mehr um eine nach unseren /eutigen Be- 
griften inkorrekte Ausdrucksweise, als um einen wirklichen — wenn auch 
nur subjektiven®) — Irrtum handelt. Man hat sich nur zu vergegen- 


z 


wirtigen, dafs fiir Caucny Funktionen mit ,mendlich vielen* Unstetig- 


1) Dieselben sind durchweg Funktionen mit Unendlichkeitspunkten. Soll die 
fragliche Aussage auch auf endlich bleibende eindeutige Zweige mehrwertiger Funk- 


tionen passen, so miifste sie zum mindesten dahin formuliert werden, dals f’(z) nur 
in einem Unstetigkeitspunkte von f(z) oder Grenzpunkte von Unstetigkeitspunkten 


(s. p. 471, Fufsn. 1)) die Stetigkeit verlieren kénne. 

2) a. a. OU. p. 50, 

3) Sur les fonctions continues (a, a, O. p. 120 = Oeuvres (1) T. VIL, p. 150). 

4) a. a. O. p. 1339 = Oeuvres (1) T. VIL, p. 36s, 

5) Wohl nur miindlich? 

6) Mémoire sur les intégrales definies (1814, gedruckt 1827 in den Mém. de I'Inst. 
= Ocuvres (1) T. 1, p. 319—506). — De Vinfluence que peut avoir dans une intégrale 
double Vordre ete. (Bull. de la soc. philomath. 1822; auch Ane. everc. T. I {1826}, 
p. 85). 

7) In Wahrheit hat sich die Caucnysche Behauptung, freilich erst in aller- 
neuester Zeit, in threm vollen Umfange als richtig erwiesen (s. weiter unten). 
Bibliotheca Mathematica, TTT. Folge. I, 31 
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keiten (in dem heutigen allgemeinsten Sinne) iiberhaupt noch garnicht 
existieren. Wenn also Caucny sagt, man brauche von irgend einer Funk- 
tion garnichts vorauszusetzen, so heifst das trotz alledem von vornherein 
schon immer so viel, als: man hat dieselbe fiir jeden endlichen Bereich 
,im allgemeinen®, ad. h. (da es sich ja hier um Funktionen einer /om- 
plexen, also zweier reellen Variablen handelt) mit eventueller Ausnahme 
einer endlichen Anzahl von Punkten oder Linien (mit endlicher Liinge) als 
stetig zu denken. Fafst man aber den Begriff emer fiir CAucuy ,,voraus- 
setzungslosen“® Funktion in diesem Sinne auf, so ist in der That die frag- 
liche Behauptung nicht nur objektiv richtig, sondern auch vom Caucuyschen 
Standpunkte aus einewandfrei, d. h. mit ausschliefslicher Beniitzung der von 
ihm ersonnenen und gehandhabten Methoden vollkommen beweisbar.') 

Im iibrigen erscheint es nicht uninteressant, die weitere historische 
intwickelung unseres Theorems gerade mit besonderer Riicksicht auf die 
fiir /’(2) erforderlichen Stetigkeitsbedingungen zu verfolgen. 

K. LAMARLE, dem die oben citierte Bemerkung Caucnys bezw. Liovu- 
VILLEs offenbar entgangen war, verdffentlichte im 11. Bande des Journ. 
de mathém. (1846), p. 15 ff. eine Note Sur le théoreme de M. Cavcny relatif 
au développement des fonctions en séries, in welcher er die von Caucuy 
in den Nouv. exercises a, a. O. geforderte Stetigkeit von /’(z) fiir itiber- 
fliissig erklirt.*) Beim Beweise geht er, wie CaucHy, von der Be- 
ziehung aus: 


ol (re') 1 @F(re’) 


cr ré ct 
und schliefst zuniichst: 


22 2a 
OF (re'’) 1 CF (re) 
| -dt= cE “dt 
. or rv, ot 
0 0 


O06 1 v8 ’ 
(106) = — { F(re*') — F(O)} =0. 
re 


1) Niimlich mit Hiilfe der genau entsprechenden Ausdehnung des ,,Cavcuyschen 
Integralsatzes*, welche sich durch vorldufige Ausschliefsung der kritischen Punkte 
oder Linien leicht bewerkstelligen liifst. 

2) Andererseits fiihrt Lamartr noch ausdriicklich die Bedingung ein, es miilste 
F(z) fiir z= r-e' in Bezug auf t die Periode 22 besitzen: dieselbe ist aber in 
der That tiberfliissig, wenn man den Begriff der Stetigkeit im Caucnyschen Sinne aut- 
fafst (s. Fufsn. 1) p. 471). Was Lamanve an spiiterer Stelle (Journ. de mathém. 
T. XII [1847], p. 305 ff.) hiergegen noch vorbringt, liiuft im wesentlichen auf einen 
Wortstreit hinaus. Mit Recht wendet er sich dagegen (a. a. O. p. 330 ff.) gegen eine 
andere Bemerkung Caucuys (Comptes rendus, T. 19 [1844, II], p. 141 = Oeuvres (1), 
T. VII, p. 264), des Inhalts, dafs die Mac Laurinsche Reihe fiir f(z) bei | z| > 7 noch 
konvergieren kénne, wenn f(z) fiir irgend ein z mit dem absoluten Betrage 1 endlich- 
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Andererseits folgt aber durch Vertauschung der Reihenfolge von Integration 
und Differentiation 


22 : 22 
- OF (re) 0 oh ae 

(107) | - .dt= | Fore) -dt, 

. or cr, 

0 0 

22 
sodafs also nach GI. (106) {Fi re‘). dt von r unabhingig sem mufs. Man 
0 


kann also speziell + = setzen und findet somit, analog wie bei CaucHy 
(GI. (100)): 












a ua 
(108) { F(ret*) -dt =| F(O)-dt = 2u- F(0), 
0 0 


ow 





woraus sich dann alles weitere genau wie dort ergiebt. 

Der einzige prinzipielle Unterschied des LAMARLEschen Beweis- 
verfahrens gegeniiber dem Caucnyschen besteht also darin, dafs hier nicht 
die Reihenfolge zweier Integrationen, sondern diejenige von Integration 
und Differentiation vertauscht wird: dazu ist aber auch wiederum er- 


; . _ OF (re’) ” oe . 
forderlich, dats = , d. h. F(z) geeigneten Stetigheitshedingungen 
ae gun 











unterworfen wird, sodals also die Tragweite von LAMARLEs Beweis tiber 
diejenige des Caucuyschen nicht hinausgeht. 

In seiner Replik') auf die vorstehende Note weist CaucHy nur darauf 
hin, dafs er die Bemerkung von der Uberfliissigkeit der auf /’(z) beziig- 
lichen Stetigkeitsbedingung bereits gemacht habe — ohne indessen fiir die 
genauere Begriindung der betreffenden Behauptung etwas Neues vorzu- 
bringen. Dagegen zeigt er*), dafs er die von LAMARLE angewendete 
Schlufsweise im wesentlichen bereits an einer friiheren Stelle*) zur Ab- 
leitung der Mac Laurinschen Reihenentwickelung beniitzt habe, mit dem 


einzigen Unterschiede, dals er dort statt der Jntegrale gewisse Mitteliwerte 








unstetig wird ( Beispiel: f(z) = (1 — 22-- iz- V2 — z3)s +(1—2?—iz-Y2 g? ) ) 
Dieses scheinbare Paradoxon beruht in Wahrheit lediglich auf der unzuliinglichen 
Auffassung der verschiedenen Zweige einer mehrivertigen Funktion. 

1) Journ. de mathém, T. XI, p. 313 ff. 

2) A. a. O. p, 328. Anschliefsend bemerkt Cavucny, dals man das fragliche 


Resultat (d. h. eigentlich den erforderlichen besonderen Fall des Cavcnyschen Inte- 








gralsatzes) auch mit Hiilfe einer von ihm (Calcul inf. p. 131 Oeuvres (2), T. IV, 
p. 199) angegebenen Formel zur Integration vollstdndiger Differentiale herleiten kann. 
Im iibrigen kommt man hierbei auch nicht aus, ohne /’(z) gewissen Stetigkeits 


bedingungen zu unterwerfen: vgl. meinen Beweis des Cavcuyschen Integralsatzes, 
Miinch. Ber. Bd. 25 (1895), p. 63 ff. 

3) Nouv. exercises, T. I (1840), p. 269 ff. Auch: Comptes rendus, T. 10 
{ 1840, |, p. 640 = Ocuvres 1) TY, p. 180), 
31° 
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d. h. eigentlich Spezialdefinitionen jener Integrale) in Anwendung bringt, 


nimlich: 
1 n—1 Qua 
, . . ’ 
(109) (Fr) = lim SII (, -r). 
n * ‘i foe! 
0 


Mit Hiilfe der Beziehung: 


hiz+h I'(z ” . 
(110) ‘ =F'(z)+q (wo: gw <ée fiir: |h| <0) 


beweist a. a. O. Caucny, dafs M( i'r) fir O<r< R von r unabhingiy 
ist, falls F(z), F’(z) fir O< 2 <Q stetig sind: die besondere Wahl 
r= liefert also wiederum die mit der Integralbeziehung (108) bezw. 
LOO) gleichwertige Relation: 
(111) AM (Fir) = FO). 
Caucuys Beweis ist insofern unvollstiindig, als derselbe wesentlich auf der 
Voraussetzung der gleichmd/sigen Ditterenzierbarkeit von J'(z) beruht, d. h. 
es wird dabei die Existenz der Bedingung (110) in dem Sinne gefordert, 
dafs fiir alle in Betracht kommenden z durchweg = g | < « ausfiillt, sofern 
nur | <0. Auch fehlt der Nachweis fiir die Evistenz des Grenzwertes 
((F'r). Beide Liicken lassen sich indessen ausfiillen. Wie ich gezeigt 
habe, zieht in der That die Séetigheit von F(z) stets auch die gleich- 
muifsige Differenzierbarkeit vou /(z) nach sich*), wiihrend andererseits die 
spezielle Annahme » = 2” gestattet, den fraglichen Existenzbeweis fiir 
(Fr) in aufserordentlich einfacher Weise zu fiihren.*) Zugleich ge- 
winnt man dabei den Vorteil, die bei beliehigem n in der transcendenten 
202 
Form e " erscheinenden Hinheitswurzeln durch die v" Potenzen einer 
eindeutig definierten, (i 2) fach iterierten (Quadratiurzel ersetzen zu 
kimnen, sodafs man auf diese Weise den TayLorschen Satz (und sogar 
dessen LAURENTsche Verallgemeinerung) fiir ein mit stetigem f(z) begabtes 
f(z) unter ausschliefslicher Benutzung der denkbar eclementarsten Hiilfs 
mittel herzuleiten vermag.’) Dabei lifst sich die auf /"(z) beziigliche 


Stetigheits-V oraussetzung zwar analog, wie bei den zuvor betrachteten 


1, Man hat offenbar: 
22 


1 t 
AM I r) . / Five ‘). dt. 
“7 


. 
0 


2) Miinch. Ber. Bd. 25 (1895), p. 297. Anderer Beweis bei Srouz, Grundlagen 
Bd. Il, p. 94. 

3) Mathem. Ann. Bd. 47 (1896), p. 132. Der entsprechende Beweis bei be- 
liehigem n wiirde ganz dieselben Umstiindlichkeiten erfordern, wie der Existenzbeweis 
fiir das bestimmte Integral. 

1) Miineh. Ber. Bd. 26 (1896), p. 172, 
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Integralbeweisen, noch merklich reduzieren, immerhin verbleibt sie als 
yim allgemeinen® erforderlich. 

Auch die bisherigen Beweise des Caucuyschen Integralsatzes, welcher 
ja die zur Herleitung des TAyLorschen Satzes dienenden Fundamental- 
gleichungen (100) bezw. (108) oder (111) als Folgerungen enthilt, zeigen 
sich — mit einer sogleich zu besprechenden Ausnahme neuesten Datums 
nicht geeignet, ein gewisses Mals von Sfetigheits-Bedingungen fiir /’(z) 
entbehrlich zu machen.') Der innere Grund dieser Erscheinung ist wohl 
darin zu suchen, dafs die Mehrzahl dieser Beweise in letzter Linie gar- 
nicht auf der Existenz eines von der Art des Grenziiberganges unab- 
hiingigen /’(2), vielmehr nur auf derjenigen der Beziehungen: 


(112) Fs) 1 FO! egw, FO) 2. oF) 
Cr t cy er re ot 
heruht.*) Da diese letzteren zwar aus der Existenz von /’(z2) folgen, da 
gegen noch nicht ausreichen, um dieselbe auch umgekehrt wach sich zu 
zichen®), so wird also bei diesen Beweisen die eigentliche Voraussetzung 
noch nicht vollstiindig ausgeniitzt, und es erscheint @ prio begreiflich, 
dals als Ersatz fiir das so entstehende Manko noch gewisse Sfefigheits- 
Bedingungen*) zu den Beziehungen (112) hinzutreten miissen. 

Andererseits hatte es aber bisher den Anschein, dafs auch diejenigen 
Beweise, welche auf der direkten Verwertung der Differenzierbarkeit von 
f(z), doh. der Existenz der Beziehung beruhen: 

th f(é ” 


(115) Iv h —f'(z)|<e fiir: |h l<d °), 


erst exakt ausfallen, wenn (geradeso wie bei der Herleitung der Caucny- 


schen Gleichung (111)) die gleichmd/sige®) Differenzierbarkeit von /(2) vor- 
ausgesetzt wird. Dies galt insbesondere zuniichst auch von dem in diese 
Kategorie gehérigen sehr einfachen Beweise, den GouRSAT im 4. Bande 
der Acta mathematica (1884), p. 197-200 mitgeteilt hat. Nun hat 


Vgl. meine Bemerkungen in den Miinch. Ber Bd. 25 (1895), p. 41 ff; 
desel. p. 304. 

2) Das gleiche gilt auch von denjenigen Beweisen des Taytorschen Satzes, 
welche die Fourrersche Reihenentwickelung von /(z) lings einer Kreislinie zum Aus- 
gangspunkte nehmen. Vgl. Bonner, Mémoire sur la théeorie générale des séries (Mém, 
\cad. Belg. T. 28 [1850]), p. 94; Hannack, Mathem. Ann. Bd. 21 (1883), p. 506; 
Picarp, T'raité d’ analyse T. I (1893), p. 64. 

3) Vel. Tuoman, Abri/s einer Theorie der kompl. Funktionen ete. (2. Aufl., Halle 
1873) p. 17, 119. — Srouz, Grundlagen, Bd. I, p. 134; Bd. II, p. 82. 

4) Uber die hierbei tiulsersten Falls zu erzielende Reduktion dieser Stetigkeits- 
bedingungen vel. Miinch. Ber. Bd. 29 (1899), p. 61. 

5) Dabei kinnte zuniichst 0 mit ¢ veriinderlich sein. 

6) D. h die Konstanz von 0 bei veriinderlichem 27. 
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aber GOURSAT neuerdings gezeigt'), dafs man gerade bei diesem Beweise 
denjenigen Schlufs, welechen er urspriinglich auf die Voraussetzung der 
yleichma/sigen Ditterenzierbarkeit gegriindet hatte, auch schon mit Hiilfe 
einer weniger eng gefalsten, jeder (im komplexen Sinne) differenzierbaren 
Funktion eo ipso zukommenden Eigenschaft herleiten kann. Dieselbe ist 
in dem folgenden Lemma enthalten: 

Es besitze f(z) fiir jede Stelle im Innern und auf der Be- 
grenzung des endlichen Bereiches A ein endliches /” (z).*) Wird 
dann ¢ > beliebig vorgeschrieben, so lifst sich A (auf unend- 
lich viele Arten) in eine endliche Anzahl von Teilbereichen A, 
zerlegen, derart, dals: 

(114) f (4,) — f(&) — (4 6&)-f (&) | <e- 

Dabei bedeutet z, jeden beliebigen Punkt auf der Begrenzung von 
A,, § eimen hestimmten, im Innern oder auf der Begrenzung von 
A, allemal wirklich vorhandenen®) Punkt. 

Mit Hiilfe dieses Lemmas kann nun der Caucnysche IJntegralsatz 
guniechst fiir den Fall, dafs als Bereich A ein Rechteck mit den zu den 
Koordinatenaxen parallelen Seiten a und / angenommen wird, im wesent 
lichen nach Goursat auf folgende jiufserst einfache Art bewiesen werden. 
Man wihle als Teilbereiche A, die »* kongruenten Rechtecke, welche ent- 
stehen, wenn man sowohl a als > in nw gleiche Teile zerlegt und durch 


die Teilpunkte Parallelen zu den Axen zieht. Bezeichnet man dann mit 
|, | ein tiber die Begrenzung von A bezw. A, in positiver Richtung 


1 1,.) 
! 


erstrecktes Integral, so hat man: 


(115 z)- de: f(e)-dz =>) (F(a) + day. 


Nun ist identisch: 


116) (f(z) dz, =f {fle — f (§&) — (4, — &)- ff" (6) + dz, 


+ (f (£,) — tf’ (&)} | dz, + f°’ (6) fz. - diy, 


und daher — wegen { dz, == (), | zy dz, =O mit Benutzung 
Ungl. (114): 


1) Transact. of the American mathem. soc. Vol. I (1900), p. 14. 
2) Dabei braucht nicht einmal vorausgesetzt zu werden, dals |f’ (z) | unter einer 
festen Grenze bleibt. 

3) Die Existenz dieser Punkte ¢, kann durch ein bekanntes Teilungs- und 
Grenzverfahren leicht bewiesen werden. 
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[fled da | <e-| ay — $ 


(117) ee dz,|=— VU" gat 


n : n n 


sodals sich schliefslich aus Gl. (115) ergiebt: 


(118) | [f(2)-de | <é-2Ve+e-(atd) dh =O, 


da ja € beliebig klein angenommen werden kann. Der hiermit zuniichst 
fiir den Fall eines Rechteckes bewiesene Satz lifst sich aber ohne weiteres 
auf ein beliebiges, aus solchen Rechtecken zusammengesetztes ,,7reppen- 
Polygon® und sodann durch eine einfache Grenzbetrachtung auf eimen im 
wesentlichen beliebig begrenzten Bereich (insbesondere einen Kreis oder 
Kreisring) tibertragen.') Daraus folgt dann aber weiter, dafs auch der 
TayLorsche Satz unter der blofsen Voraussetzung eines fiir jedes einzelne 
z endlichen, aber an keinerlei Stetigkeits-Bedingungen gebundenen /” (z) 
bewiesen werden kann.*) Und es ergiebt sich somit die merkwiirdige 
Thatsache, dafs fiir Funktionen einer /omplexen Veriinderlichen der Tay- 
LORsche Satz in der vollen Allgemeinheit giiltig ist, wie ihn Caucny that- 
siichlich ausgesprochen, aber sicher nicht in diesem Umfange gemeint hat, 
geradeso wie andererseits das CAuCHYsche Restglied bei der Formulierung 
des niimlichen Satzes fiir Funktionen einer reellen Verinderlichen eine 
Bedeutung gewonnen hat, welche iiber die urspriinglich damit beabsich- 
tigten Zwecke merklich hinausgeht. 


1) Vgl. Miinch. Ber. Bd. 25 (1895), p. 67, 

2) Man kann schliefslich sogar auch noch die Voraussetzung der Endlichkeit 
von f” (2) fiir eine endliche Anzahl von Punkten und Linien fallen lassen (vgl. Fuls- 
note 1), p. 474. 





Uber die von der ,,Royal Society“ geplante mathematische 
Jahresbibliographie. 


Von 


G. Enestrém in Stockholm. 


Im vorigen Hefte der Bibliotheca Mathematica berichtete Herr 
J. H. Grar (8. 250—257) iiber die Verhandlungen, zu welchen die von 
der ,,.Royal Society“ geplante internationale naturwissenschaftliche Biblio- 
graphie Veranlassung gegeben hat, und am Ende seines Aufsatzes teilte 
er mit, dafs der Schlulskongrefs am 12. Juni 1900 abgehalten werden 
sollte. Dieser Kongrels hat jetzt stattgefunden, und obgleich die finan- 
zielle Frage des Unternehmens noch nicht vollstiindig erledigt ist"), diirtte 
der Beginn der Zusammenstellung der Bibliographie fiir den 1. Januar 
1901 sicher zu erwarten sein, und zwar in wesentlicher Ubereinstimmung 
mit den von den deutschen Delegierten 189% wegen der Beteiligung ge- 
stellten Bedingungen (siehe GRAF, a. a. O. S. 254—255). Die Zettelaus- 
gabe und die sog. sachlichen Nachweise (,,subject entries‘), also das, woraut 
man urspriinglich das grélste Gewicht legte, fallen vorliiufig weg, und 
fiir jede der 17 in Betracht kommenden Wissenschaften soll in der Regel 
jihrlich eine Bibliographie in Buchform erscheinen. Nach den kiirzlich 
veriffentlichten niheren Bestimmungen”) soll jede solche Bibliographie 


1) Von den 300 Exemplaren, die verkautt werden miissen, damit die finanzielle 
Seite des Unternehmens gesichert werde, sind zusammen 163 von England, Frank- 
reich, Deutschland, Italien, der Schweiz und Norwegen subskribiert und von einigen 
anderen Liindern sind Abonnements in Aussicht gestellt. — Nach einer Mitteilung 
in Science (12,, 1900, 8. 271, fehlten Anfang August 1900 von den 300 nétigen 
Abonnements etwa 90, aber ein Mitglied der Royal Society hatte sich bereit erkliirt 
auf 45 Exemplare zu subskribieren, unter der Bedingung dafs ebenso viele Exem- 
plare in den Vereinigten Staaten von Nordamerika vertrieben wurden. Einer spi- 
teren Notiz in Science (12,, 1900, S. 458) entnehme ich, dafs alle diese 45 Exem- 
plare Mitte September vertrieben waren. 

2) Report of the proceedings at the third international conference on a catalogue 
of scientific literature (London 1900), S. 11—24. — Abgedruckt unter dem Titel: The 
international catalogue of scientific literature (Scheme of publication approved by the 


International conference of 1900) in Science (New-York) 12, , 1900, 215—222. 













(‘ber die von der ,,Royal Society geplante mathematische Jahresbibliographie. 481 


guerst das fiir die betreffende Wissenschaft festgestellte Klassifikations 
Schema, sowie ein alphabetisches Verzeichnis der Namen aller Abteilungen 
desselben mit den zugehérigen Registriersymbolen, enthalten, so dafs man 
unmittelbar den Platz jeder Abteilung in dem vorangehenden Schema auf 
finden kann. Dann folgt die eigentliche Bibliographie, nimlich ein nach 
den Verfassernamen alphabetisch geordnetes Verzeichnis der betreffenden 
Schriften mit genauen bibliographischen Angaben. Zuletzt kommt noch 
ein Verzeichnis .derselben Schriften, geordnet nach dem Klassifikations- 
Schema, also ein systematisches Register zur alphabetischen Abteilung; in 
diesem Register brauchen die Titel der Schriften nicht vollstiindig und 
auch nicht immer in der Originalsprache angefiihrt zu werden. 

Vergleicht man diesen Plan teils mit dem urspriinglichen, teils mit 
der Anordnung einer mathematischen Jahresbibliographie, die ich am Ende 
meines Vortrages') am internationalen Mathematiker-Kongresse in Ziirich 
1897 als wiinschenswert hervorgehoben habe, so findet man, dafs der Unter- 
schied im ersten Falle, wie ich schon oben beilinfig bemerkt habe, sehr 
grols, im zweiten Falle aber ganz unwesentlich ist; in der That sollte 
die von mir empfohlene Bibliographie jihrlich in Buchform erscheinen, 
ud, wie die gewéhnlichen Buchhandlungskataloge, teils eine nach den 
Verfassernamen alphabetisch geordnete Hauptabteilung, teils ein svystema- 
tisches Register dazu enthalten. Ob man am Anfang jedes Jahrgangs der 
Bibliographie das Klassifikations-Schema mit alphabetischem Register ab- 
drucken will oder nicht, ist offenbar eine Nebensache; ich werde unten 
auf diese Frage zuriickkommen. 

Wenn ich also mit dem Plan der zu erwartenden mathematischen 
Jahresbibliographie im wesentlichen einverstanden bin, so bin ich dagegen 
gar nicht iiberzeugt, dals die Mathematiker durch das neue Unternehmen 
einen wirklich guten bibliographischen Fiihrer bekommen werden. Um 
einen solchen herzustellen, geniigt es ja nicht, dals der allgemeine Plan der 
Arbeit gut ist, sondern die Arbeit selbst muls zweckmifsig geordnet und 
mit Sachkunde ausgefiihrt werden, und in dieser Hinsicht scheinen mir die 
in Aussicht gestellten Anordnungen zu wenig zu versprechen. Das Mate- 
rial, d. h. die Titelabsehriften mit den bibliographischen Angaben, soll 
von den sogenannten Regionalbureaus hergestellt und an das Central- 
burean in London eingesandt werden, wo es geordnet und veréffentlicht 
wird. Zuerst ist zu bemerken, dafs sicherlich nicht fiir alle Linder solche 
Regionalbureaus zustande kommen, und dafs es offenbar dem Centralbureau 
in London unmiéglich sein wird das Fehlende auch nur anniiherungsweise 


1) Evestrim, Uber die neuesten mathematisch bibliographischen Unternehmungen. 
Biblioth. Mathem. 1897, S. 71. 
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selbst zu ergiinzen; auch kann man betreffs der iibrigen Liinder nicht er- 


warten, dafs sich in jedem Regionalbureau ein bibliographisch geschulter 
und interessierter Mathematiker findet, und aus diesem Grunde wird das 
an das Centralbureau eingesandte Material zum Teil mangelhaft sein. 
Nun ist es ja wahr, dafs dem Centralbureau nach den Beschliissen des 
Kongresses sachkundige Assistenten') und Ratgeber*) zur Verfiigung stehen 
sollen, aber ich fiirchte, dafs es unméglich sein wird in London passende 
Mitarbeiter fiir alle Wissenschaften zu bekommen und dafs die Ratgeber 
die Arbeit nur wenig férdern werden. Dafs man iibrigens von Anfang 
an iibersehen hat, wie wichtig eine speziell sachkundige Einsammlung 
und Bearbeitung des Materials ist, geht wohl aus dem Umstande hervor, 
dafs man keine Malsregeln ergriff, um sich von den schon betindlichen 
bibliographisch-litterarischen Unternehmungen auf dem Gebiete der beson- 
deren Wissenschaften wirksamen Beistandes zu versichern; bekanntlich haben 
wir fiir die Mathematik zwei solche vorziigliche, niimlich das ,Jahrbuch 
iiber die Fortschritte der Mathematik“ in Berlin und die ,,Revue semestrielle 
des publications mathématiques* in Amsterdam. 


Ich habe oben auf einen Ubelstand hingewiesen, welchen die Centrali- 


sation des geplanten Unternehmens in London mit sich fiihrt, niimlich 
die Schwierigkeit passende Mitarbeiter fiir alle Wissenschaften zu_tinden. 
Kin anderer Ubelstand, der aus derselben Ursache herriihrt, ist, dafs die 
Bibliographien der besonderen Wissenschaften nicht alle gleichzeitig er- 
scheinen kénnen.”) Wiren diese Bibliographien xu dazu bestimmt, un- 
mittelbar nach ihrem Erscheinen benutzt und dann bei Seite gelegt zu 
werden, so wiirde der Zeitpunkt der Verdéffentlichung gleichgiiltig sein, 
aber meiner Ansicht nach mufs man grofses Gewicht darauf legen, dafs 


= 


sie auch fiir spitere Benutzung geeignet sind, und aus diesem Grunde 
wiire es erwiinscht, dafs jede derselben die Litteratur eines besonderen 


Kalenderjahres enthielte.*) Es wiire also sehr vorteilhaft, wenn die mathe- 


1) ,,The paid staff shall consist of... expert assistants skilled in the literature 
of various branches of science“. Science 12,, 1900, 8. 217. 

2) ,,If the International council so decide, there shall also be a Consultative 
committee . . . consisting of persons representing the several sciences. — ,,'The Inter- 
national council shall appoint for each science .. . five persons skilled in that science, 
to form an International committee of referees. Science, a. a. O., S. 217. 

3) Die Bibliographien sollen- in vier Gruppen geteilt werden, und die der ersten 
Gruppe so bald wie méglich nach dem 1. Januar, die der zweiten Gruppe so bald 
wie miglich nach dem 1. April u. s. w. veréffentlicht werden (vgl. Science 12,, 
1900, S. 219). 

1) In jedem Falle scheint es mir wenig angemessen, dafs das Datum der Fin- 
sendung der Titelabschriften an das Centralbureau fiir die Publikation derselben 
mafsgebend sein wird (vgl. Science a. a. O., 8S. 219: ,,The titles to be indexed in each 
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matische Jahresbibliographie nicht von dem Centralbureau in London, 
sondern von, einem besonderen mathematischen Sektionsbureau herausge 
geben wiirde, das wohl am besten seinen Sitz entweder in Amsterdam 
oder in Berlin haben wiirde; im letzteren Falle kénnte dies Bureau mit 
dem deutschen Regionalbureau vereinigt werden. An dieses Bureau sollte 
dann das Centralbureau alle mathematischen Titelabschriften iibermitteln, 
und ohne Zweifel wiirde es dem Sektionsbureau leicht sein auch direkt 
von Mitarbeitern in verschiedenen Liindern gutes Material zu bekommen. 
Auf diese Weise wiirden wir sicherlich eine vorziigliche mathematische 
Jahresbibliographie haben. 





















In Bezug auf die Anordnung der Bibliographie habe ich mich schon 
mit dem neuen Plan im wesentlichen einverstanden erklirt. Ich bemerke 
nur, dafs es wiinschenswert wiire, darin auch Recensionen mathematischer 
Schriften zu verzeichnen, und dafs, wenn man wirklich in jedem Jahrgange 
ein alphabetisches Verzeichnis der Namen aller Abteilungen des Klassi- 
fikations-Schemas einfiihren will, dies Verzeichnis ans Ende der Biblio 
graphie gesetzt und mit Verweisen auf die zu jeder Abteilung gehérenden 
Schriften des Jahrganges versehen werden kénnte. Diese Verweise sollten 
aber nur aus den Verfassernamen und, wenn die alphabetische Abteilung 
der Bibliographie mehrere Schriften desselben Verfassers verzeichnet, aus 
der Ordnungszahl der Schrift bestehen. Noch besser wiire es, wenn man 
im Verzeichnisse auch Kunstausdriicke aufniihme, die sich zwar nicht im 
Klassitikations-Schema finden, aber dennoch als Schlagworter 
werden kénnen. 


benutzt 


Jeder Jahrgang der mathematischen Jahresbibliographie sollte also 
eventuell eine Ubersicht iiber das Klassifikations-Schema und dann folgende 
drei Abteilungen: 1) Nominalverzeichnis, 2) Systematisches Verzeichnis, 
3) Alphabetisches Realregister enthalten. 





Um zu zeigen, wie ich mir die 
Anordnung dieser Abteilungen denke, fiige ich folgende Probe hinzu.?) 










{Nominalverzeichnis. | 





Beltrami, E., [1] Quelques remarques au sujet des fonctions sphériques. 
Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 110, 1890, 934—938. 

Beltrami, E., [2] Sulle funzioni complesse. 
Milano, Istituto Lombardo, Rendiconti 27,, 1894, 337—344. 





volume shall be those received at the Central Bureau from the Regional Bureaus not 
less than three calendar months, or such shorter period as the Central Bureau may 
fix, before the first day of the month in which the volume is to be published‘). 

1) Da ich die Klassifikation als eine noch zu diskutierende Frage betrachte, 
habe ich hier keine spezielleren Abteilungen eingetiihrt, 








{84 G. Evesrréu: Uber die v. d. ,,Royal Society geplante math. Jahresbibliogr. 


Kronecker, L., Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebrai- 
schen Grifsen. 
Journ. fiir Mathem. 92, I8S2, 1—123. 
Lie, S., Uber die Grundlagen der Geometrie I, LL. 
Berichte (Math. Cl.) 42, 1890, 


’ 


Leipzig, Siichs. Gesellsch. der Wissensch 


284—321, 355—A18. 


|Systematisches Verzeichnis. | 

Algebra. Allgemeines. 

KRONECKER, Arithmetische Theorie der algebraischen Grélsen. (Journ. 
fiir Mathem. 92.) 

Funktionentheorie. Allgemeines. 

BeELTRAMI, Sulle funzioni complesse. (Milano, Rend. 27,.) 

Funktionentheorie. Besondere Funktionen. 

BeELTRAMI, Remarque au sujet des fonctions sphériques. (Paris, 
CR. 110.) 

Geometrie. Allgemeines. 

Lik, Grundlagen der Geometrie. (Leipzig, Ber. 42.) 


| Realregister. | 
Algebra, siehe Algebraische Groilsen. 
4 Lye braische Gro/sen : KRONECKER. 
Funktionen, siehe Komplexe Funktionen, Kugelfunktionen. 
(reometric, siehe Grundlagen der Geometrie. 
Grrundlagen der Geometrie: Lik. 
Komplexe Funktionen: BELTRAMI | 2]. 

Kugelfunktionen: BELTRAMI [1]. 












































Der zweite internationale Mathematiker-Kongrefs zu 
vom 6. bis 11. August 1900. 


Von 
E. Lampe in Berlin. 


Auf dem ersten internationalen Mathematiker-Kongresse in Ziirich 
(9. bis 11. August 1897) wurde beschlossen, dass internationale mathe- 
matische Kongresse kiinftighin in Zwischenriumen von 3 bis 5 Jahren 
und unter gebiihrender Beriicksichtigung der verschiedenen Liinder ver- 
anstaltet werden sollten, ferner dafs der niichste Kongrefs im Jahre 1900 
in Paris stattfinden sollte. Mit der Vorbereitung und Organisation des- 
selben wurde die ,Société Mathématique de France“ beauftragt. 

Dementsprechend ergingen schon sehr friih im Jahre 1899 die Kin- 
ladungen zur ‘Teilnahme an diesem zweiten internationalen Mathematiker- 
Kongresse, und in einem Rundschreiben vom Dezember 1899 teilte der 


Organisationsausschuls mit, dals gegen LOOO Anmeldungen von Mathe- 


matikern eingegangen wiren, in deren Begleitung noch 680 Familien- 
mitglieder erscheinen wiirden. 

In Anbetracht der Weltausstellung und des grofsen Reizes, den ein 
Besuch von Paris an sich hat, erschien diese Zahl, obgleich iiber Erwarten 
hoch, doch nicht unglaublich, und manchem, der sich angemeldet hatte, 
mag, wie dem Schreiber dieser Zeilen, ein gelindes Grauen angekommen 
sein ob der zu erwartenden Schwierigkeit, sich mit einer solechen Menge 
von Jiingern der Mathesis und den von ihnen in Aussicht stehenden Vor- 
trigen abzufinden. Sei es nun die abschreckende Wirkung dieser Mit- 
teilung, seien es die haarstriiubenden Berichte tiber die fiirchterliche Hitze 
in Paris wihrend des Monats Juli mit ihren die Gesundheit schidigenden 
Folgen, sodafs es unméglich sein sollte, Trinkwasser zu erhalten und 
Fahrgelegenheit zu gewinnen, sei es das Bediirfnis der Mehrzahl nach 
Erholung in frischer Luft auf den Bergen oder an der See, die Flucht vor 
dem lirmenden und tobenden Getreibe einer Millionenstadt bei einer Welt- 
ausstellung, sei es die Ungewilsheit iiber die Verhandlungen des Kongresses, 


vielleicht aus dem Zusammenwirken aller dieser Ursachen blieb die wirk- 
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liche “Besuchsziffer des Kongresses weit hinter den oben angegebenen 
Zahlen zuriick. Selbst die Pariser Mathematiker waren nicht alle zur 
Stelle, und wenn man auch verstehen kann und nur billigen muls, dals 
der greise HERMITE sich zu dieser Zeit & la campagne zuriickzog, so er- 
regte doch die Abwesenheit eimiger im kraftigsten Mannesalter stehenden 
hervorragenden Pariser Mathematiker eine gewisse Verwunderung, zumal 
sie es unterlassen hatten, auch nur formell sich als Teilnehmer des Kon- 
gresses einzuschreiben. 

Die einzige Teilnehmerliste, welche erst nach der Mitte der Kongrefs- 
woche ausgegeben wurde, und welche noch vieler Berichtigungen bedarf, 
weist im ganzen 293 Namen auf, einschliefslich der angemeldeten Familien- 
mitglieder. Da in diese Liste diejenigen aufgenommen sind, die ihren Bei- 
trag bereits vor dem Beginne des Kongresses eingeschickt hatten, manche 
derselben aber nicht erschienen waren, so wird die Anzahl aller anwesen- 
den Teilnehmer mit Einschiuls der sie begleitenden Familienmitglieder die 
Ziffer 300 kaum erreicht haben, eine verhiiltnismiifsig geringe Zunahme 
gegeniiber den 242 Teilnehmern an dem ersten internationalen Mathe- 
matiker-Kongresse in Ziirich. 

Nach den hiaufigen und friihzeitigen Benachrichtigungen, die versandt 
worden waren, schien es, dafs alle Organe vortrefflich arbeiteten, und dafs 
alle Vorkehrungen rechtzeitig getroffen waren, sodals eine ordnungsmiilsige 
Abwickelung des Programms zu erwarten war. Eine Enttiiuschung er- 
fuhren dann zuerst die friih eingetroffenen Giiste, als sie bei Empfang- 
nahme ihrer Teilnehmerkarte in dem Laden der Buchhandlung von Carré 
& Naud, rue Racine 3, hérten, dals ein Programm noch nicht existierte. 
Die spiiter eingetroffenen Giiste aber, die sich in Ubereinstimmung 
mit der ihnen zugeschickten Benachrichtigung zur Hréffnungsstunde um 
2', Uhr am 6. August eingerichtet hatten, wurden durch die Nachricht 
iiberrascht, dafs die Hréffnung schon am Vormittag um -9 Uhr statt- 
gefunden hatte. Diese Verschiebung war niimlich dadurch notwendig ge- 
worden, dafs der Saal im Palais des Congrés, in welchem die feierliche 
Eréfinung stattfinden sollte, um 3 Uhr nachmittags bereits an den inter- 
nationalen Physiker-Kongrels vergeben war. Die letztgekommenen konnten 
natiirlich auch nicht wissen, dass am Sonntag Abend bereits eine zwang 
lose Zusammenkunft im Café Voltaire gegeniiber dem Odeontheater statt- 
gefunden hatte. 


Hiernach ist es wohl nicht wunderbar, dafs die Eréffnungssitzung im 


Palais des Congres noch nicht alle Teilnehmer, die schon in Paris waren, 
vereinigte, obgleich sie wohl die héchste Besuchsziffer unter allen Sitzungen 
aufzuweisen hatte. In geschiiftsmifsiger Weise leitete Hr. Poincare, der 
zum Priisidenten des Kongresses gewiihlte Vorsitzende des Organisations- 
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ausschusses, die Verhandlungen zur Konstituierung des Kongresses, indem 
er die von diesem Ausschusse aufgestellte Liste der Mitglieder des Vor- 
standes durch Zuruf bestiitigen liefs. Die Zusammensetzung war die 
folgende: 














Khrenpriisident: Hrermire. 
Priisident: Porncare. 








Vize-Priisidenten: CZUBER, GEISER, GORDAN, GREENHILL, LINDELOF, 
LINDEMANN, MirraG-LEFFLER, Moore, TIchOMANDRITZKY, VOLTERRA, 
ZEUTHEN. 

Generalsekretiir: Durorce. 

Schriftfiihrer: BeNnpbIXson, CAPELLI, MINKOWSKI, Praszyck1, WHITE- 
HEAD. 























Offizielle Abgesandte aus Osterreich: CzuBER, FINGER; Spanien: ZoEL 
DE GALDEANO; Vereinigte Staaten: Milfs Scorr, Moore; Ungarn: Rapos: 
Japan: FusisAwa; Mexiko: Srampa; Ministerium der schiénen Kiinste: 
J.'TANNERY; Marineministerium: SimoNoT; Columbia Universitiit: SrRINGHAM; 
Kakultiit der Wissenschaften von Buenos-Ayres: GALLARDO., 
Sektionen: V orsitzender: Schriftfiihrer : 
1. Arithmetik und Algebra. HILBERT. CARTAN. 


























PAINLEVE. 


2. Analysis. 


Geometrie. 
Mechanik. 


DARBOUX. 
LARMOR. 


HADAMARD. 
NIEWENGLOWSKI. 
Levi-Civita. 














5. Bibliographie u. Geschichte. Prinz ROLAND BONAPARTE — D’OCAGNE. 
Unterricht und Methoden. CANTOR. LAISANT. 





-: 








Kis mége gleich hier bemerkt werden, dals die Abwesenheit einzelner 
der Genannten bei den Sitzungen der Sektionen einige Abiinderungen 
nitig machte. 











Nachdem somit der Kongrefs konstituiert war, ergriffen einige der 
Delegierten das Wort zu kurzen Begriifsungsansprachen. Danach wurden 
die beiden fiir diese Sitzung angekiindigten Vortriige gehalten. Hr. M. Cantor 
hatte das Thema gewiahlt: Sur Uhistoriographie des mathématiques. Er be- 
sprach die Geschichtsschreibung der Mathematik von den iiltesten Zeiten 
bis zur Gegenwart, schilderte kurz die Verdienste hervorragender Autoren 
und erérterte in grofsen Ziigen die dem mathematischen Historiker zu- 
fallenden Aufgaben. An diesen mit grofsem und wohlverdientem Beifalle 
aufgenommenen franzdsischen Vortrag des ,,Fiirsten der mathematischen 
Gieschichtsschreibung“ schlofs sich ebenfalls in franzésischer Sprache die 
femsinnige Rede des Hrn. VOLTERRA iiber Z'ois analystes italiens: Berri, 
Broscur, Casorart. In durchsichtiger und geistvoller Rede zeigte der 
Vortragende, wie diese drei ausgezeichneten Analytiker in ihrer Eigenart 
die drei verschiedenen Richtungen verkérpern, die bei der Entwickelung 
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der neueren Analysis zur Geltung gekommen sind. Auch diesem Redner 
wurde allgemeiner Beifall laut gespendet. Beide Sprecher des Tages 






hatten mit kluger Vorsicht Gegenstiinde behandelt, die des allgemeinen 






Interesses sicher waren und dem Verstiindnisse keine Schwierigkeiten 







boten. 
In der Eréffnungssitzung wurde ein gedrucktes Programm fiir den 





Kongrels ausgegeben; dasselbe enthielt aber nur die Sitzungszeiten und 






Sitzungssiile der Sorbonne fiir die verschiedenen Sektionen; das Verzeichnis 






der angemeldeten Vortriige wurde erst am Dienstag den 7. August ver- 





teilt. Da nun am Dienstag und Mittwoch immer zwei Sektionen gleich 






zeitig tagten, so konnte Referent natiirlich immer nur in der einen an- 





wesend sein. Kine Benachrichtigung dariiber, ob ein Vortrag schon ge- 






halten war, welche von den angekiindigten Vortriigen noch in Aussicht 






standen, oder auch welche wiihrend des Kongresses neu angemeldet wurden, 





ist wihrend der Kongrelswoche nicht erfolgt; daher muls sich Referent 






damit begniigen, das erwihnte einzige ausgehiindigte Verzeichnis hier 





zum Abdruck zu bringen, obwohl z. B. Hr. Fr. Meyer, der gar nicht 






anwesend war, den fiir Sektion 1 angekiindigten Vortrag selbstverstiind- 






lich nicht gehalten hat, wie dies wohl auch sonst noch eingetreten ist.') 






Section 1. Arithmetique et Algébre. 





AUTONNI Sur les groupes d’ordre fini contenus dans le groupe linéaire quaternaire. 





H. Haxcocx. Remarks on Kronecker’s modular systems. 





C. Srepuanos. Sur la séparation des racines des équations algébriques. 





Von Kocu. Sur la distribution des nombres premiers. 





Kr. Meyer. Sur une généralisation de la fraction continue de Cara.p1-Brounker 








R. Perri. Sur les proprictés d’un certain covariant de la forme binaire du 5 





ordre et leur application a la résolution de l’équation. 





Papé. Aperc¢u sur les développements récents de la théorie des fractions continues. 






L. E. Dickson. The known systems of simple groups and their inter-isomorphisms. 






Note on abstract groups. 





G. Rapos. Note sur la théorie des substitutions orthogonales. 





Gavritovic. Sur une propriété remarquable des déterminants. 





A. Papoa. Un nouveau systeme irréductible de postulats pour lalgébre. 





Arvaupeau. Note sur une table de nombres triangulaires. 






1) Nach einer gefiilligen Mitteilung des Generalsekretiirs des Kongresses kamen 





in Fortfall auch die auf dem Programme angekiindigten Vortriige der Herren Anrvyav- 






peau, A. Martin, Vaes, Cu. V. Zencer, C. Somigtiana, Veronese und A. Garvarpo: 





auf der anderen Seite kamen vier neue Vortriige hinzu, niimlich: 






Dracu. Sur lintégration des équations aux dérivées partielles du second ordre. 





Srernanos. Sur les relations de la géométrie projective et de la mécanique. 





Amopeo. Coup d’eil sur les courbes algébriques au point de vue de la gonalité 






Maitier. Sur l’utilité de la publication de certains renseignements bibliographi 
Die Redaktion, 









ques en mathématiques 
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Arr. Martin. A method of computing the common logarithm of a number without 
making use of any logarithm but that of some power of 10. A rigorous method 


of finding biquadrat numbers whose sum is a biquadrat. 


Section 2. Analyse. 









Mirvac-Lerrier. Sur fonction analytique et expression analytique. Une appli- 
cation de la théorie des séries » fois infinies Sur une extension de la série de 
Tayior. 


I. Bexpixson. Sur les courbes définies par les Gquations différentielles. 








J. Dracu. Sur Vintégration des équations aux dérivées partielles du second ordre. 
K. Jauxke. Zur Theorie der Thetafunktionen von zwei Argumenten. 


Tiknomanpritgky. Sur Vévanouissement des fonctions H de plusieurs variables. 









Section 3. Géometrie. 






Loverr. Sur les transformations de contact entre les éléments les plus essentiels de 
l’espace. 


Macrartane. Application of space analysis to curvilinear coordinates. 











p’OcaGye. Sur les divers modes d’application de la méthode graphique a V’art du 
caleul. 

I. Srrincuam. Orthogonal transformations in elliptic or in hyperbolic space 

Jamer. Sur le théoreéme de Satmon concernant les cubiques planes. 


Vars. Sur les corps réguliers et semi-réguliers. 








A. Pavoa. Un nouveau systéme de définitions pour la géom¢trie euclidienne. 


Issary. Sur les pseudo-surfaces en général et sur un exemple particulier de pseudo- 
surfaces minima 


Section 4. Mécanique. 









Cu. V. Zencer. Le mouvement des corps célestes d'aprés les lois ¢lectrodynamiques. 

J. Boccarvi. Sur le caleul des pertubations spéciales des petites planétes. 

I. Frepuotm. L’inversion des intégrales définies et son application aux probloémes de 
la physique mathématique. 


C. Somiguiana. Sulla teorica maxwelliana delle azioni a distanza 








Section 5. Bibliographie et histoire 
Fusisawa. The mathematics of the old Japanese school 


A. Gautarpo. Les mathématiques et la biologie. 


Section 6. Enseignement et méthodes 






Hinserr. Sur les problemes futurs des mathématiques. 
Zoki. pe Gatprano. Note sur la critique mathématique. 







Veronese. Sur les postulats de la géométrie dans l’enseignement. 
t SD 


Caretir. Sur les opérations fondamentales de Varithmétique. 







Crawrorp. Démonstration élémentaire de ce théoréme: la moyenne arithmétique 
dun nombre queleonque de quantités positives est plus grande que leur moyenne 
géométrique. 


Leav. Proposition d'un voeu pour l'adoption d’une langue scientifique universelle. 





Zu diesem Verzeichnisse ist zu bemerken, dals aus inneren oder 
dulseren Griinden wiederholt Verlegungen von Vortriigen in andere Sek- 
tionen stattgefunden haben. Der sehr umfangreiche Vortray des Herrn 
Bibliotheca Mathematica. 111, Folge. 
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HiLBerT iiber die kiinftigen Probleme der Mathematik, der in deutscher 
Sprache gehalten wurde, war von ihm eigentlich fiir eine allgemeine 
Sitzung bestimmt gewesen, wozu sich ja der (Gegenstand vortrefflich 
eignete. Da aber in den allgemeinen Sitzungen kein Raum mehr blieb, 
aulserdem in den Sektionssitzungen die Zeitdauer einer Rede nicht be- 
schriinkt wurde, so kam die feindurchdachte Arbeit, die in scharf accen- 
tuiertem Vortrage und eindringlicher Sprechweise eine bedeutende Wirkung 
erzielte, auch so zu ihrem wohlverdienten Rechte. Die ganze Abhandlung, 
welche in den Gittinger Nachrichten ungekiirzt erschienen ist, wurde 
nachher verteilt und wird gewils jedermann durch ihre Gedankenfiille 
lebhaft interessieren. Weder iiber die sonstigen Vortriige noch iiber die 
Diskussionen, welche sich an einzelne derselben anschlossen, kann hier 
etwas Niheres hinzugefiigt werden. 

In der allgemeinen Schlulssitzung vom Sonnabend den 11. August 
wurden zuniichst die geschiftlichen Angelegenheiten erledigt. Gemiils den 
in Ziirich angenommenen Grundlagen wurde nach Vorschlag des Vorstandes 
fiir den niichsten internationalen Mathematiker-Kongrels als Jahr 1904, 
als Zeit die des Antangs oder des Endes der Sommerferien, als Land 
Deutschland festgesetzt. Inbezug auf den Ort war von der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung Baden-Baden vorgeschlagen worden; gerade von 
nichtdeutscher Seite her wurden jedoch Wiinsche fiir andere Stiidte vor 
gebracht, so unter anderem fiir Berlin. Aus diesem Grunde wurde der 
Antrag des Vorstandes angenommen, die Deutsche Mathematiker -Ver- 
einigung mit der Organisation des Kongresses im Jahre 104 zu betrauen 
und es ihr zu iiberlassen, die Wahl des Ortes unter Beriicksichtigung der 
in Paris vorgebrachten Wiinsche und Bedenken endgiiltig zu treffen. 

Nach Beendigung aller geschiiftlichen Angelegenheiten hielt Herr 
MirtaG-LEFFLER seinen angekiindigten Vortrag Une page de la vie de 
Weiersrrass. Die Seite aus dem Leben des einzigen Mannes, um welche 
es sich handelt, ist seme Freundschaft fiir SonyA KOWALEVSKY, ein Ver- 
hiltnis, das inniger gewesen ist, als selbst diejenigen ahnten, die dem 
grofsen deutschen Gelehrten nahestanden. In den Aufzeichnungen der 
Schwester des Redners aus dem Leben der beriihmten Schiilerin von 
WEIERSTRASS tritt dies nicht in der Weise hervor, wie es nach dem 
Wissen der Verfasserin hiitte geschehen kénnen. ANNA CHARLOTTE 
LEFFLER (Herzogin VON CAJANELLO) kannte niamlich den reichen Briet- 
wechsel zwischen Lehrer und Schiilerin und wulste auch, dafs derselbe 
nach dem Tode des Meisters der Offentlichkeit iibergeben werden sollte; 
daher unterliels sie es, in dem zu Lebzeiten von WEIERSTRASS er- 
schienenen Lebensbilde ihrer so friih verschiedenen Kreundin, an der In- 


timitiit dieser zarten Beziehungen zu riihren. Mit der Nachricht von dem 
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Vorhandensein 





der Wererstrassschen Briefe an Sonsa KOWALEVSKY 
iiberraschte Herr MirraG-LEFFLER in seinem Vortrage die Pariser Ver- 
sammlung. HKinige vierzig Briefe mit reichem wissenschaftlichen Inhalte 
enthielt das Manuskript. Aus diesem kostbaren Schatze wurden aus- 
gewiihlte Stellen vorgelesen, indem der Redner den historischen und sach- 
lichen Zusammenhang in franzésischer Sprache erliiuterte. Der Eindruck 
des Vortrags, der etwa ein und eine halbe Stunde wihrte, war ganz 
iiberwiiltigend. Die Innigkeit der Zuneigung des genialen Forschers zu 
seiner begabten und verstiindnisvollen Schiilerin leuchtet iiberall hervor 
und riihrte jedes unbefangene Gemiit. Die Selbstlosigkeit des auf der 
héchsten Hihe wandelnden Genius, der seinem der jungen Freundin ge- 
gebenen Versprechen nachkommt, ihr immer zuerst von seinen Ent- 
deckungen Kunde zu geben, weil sie ihn besser verstehe als jeder andere 
Schiiler, hebt diese Idealgestalt zu Regionen empor, die fiir andere Sterb 
liche unerreichbar sind. Wie riihrend sind seine Klagen tiber das Aus- 
bleiben lange erwarteter brieflicher Nachrichten! In diesen Briefen tindet 
man die Rechtfertigung des hart klingenden Ausspruches von ANNA CHAR- 
LOTTE LEFFLER tiber SONJA KOWALEVsKy: ,lhre ganze wissenschatt- 
liche Produktion bewegte sich immer in der von WEIERSTRASS an- 
gegebenen Richtung; alle ihre wissenschaftlichen Arbeiten sind Anwen- 
dungen oder Entwickelungen der Siitze des Meisters“. 

Dieser Vortrag, der durch seinen allgemein menschlichen Inhalt und 
durch die wissenschaftliche Bedeutung das Interesse aller Anwesenden 
vom Anfange bis zum Ende in héchstem Malse fesselte, bezeichnete un- 
zweifelhaft den Héhepunkt des Pariser Kongresses. Nachdem der rauschende 
Beifall verklungen war, hatte Herr Porncarr mit seinem Vortrage Du rile 
de Vintuition et de la logique en mathématiques emen schweren Stand. Er 
selbst fiihlte auch wohl das Mifsliche seiner Lage, eine durch mehr als 
zweistiindige gespannte Aufmerksamkeit erschépfte Zuhirerschaft, der 
keine Minute Pause zur Erholung gegénnt wurde, noch weiter in der 
Weise zu fesseln, wie dies seinem Vorredner gelungen war. In ungemeiner 
Schnelligkeit verlas er seine geistvollen und pointierten Auslassungen iiber 
die Berechtigung und Notwendigkeit der beiden Richtungen in der Mathe- 
matik, die er als die anschauliche und die logische bezeichnete, und fiir 
die er als allgemein bekannte Vertreter den jiingst dahingegangen BrEr- 
TRAND und seinen noch immer thitigen Altersgenossen HERMITE nannte 
und in dieser ihrer Kigenart schilderte. Dank der Geliutigkeit des Redners 
und der durch ihn gegebenen Anregungen wurde die Geduld der Ver- 
sammlung nicht ermiidet, und mit der gebiihrenden Anerkennung wurde 
am Schlusse nicht gespart. Damit waren die Verhandlungen des Kon- 


gresses zu Knde gefiihrt. 



















































































































































































Ex Lampe 


Von den geselligen Zusammenkiinften ist die erste am Sonntag den 
5. August Abends bereits erwiihnt worden. Eine zweite fand als ,,Lunch“ 
am Dienstag den 7. Nachmittag 4 Uhr in der Ecole Normale supérieure 
statt und soll — Referent war an der Teilnahme verhindert von etwa 
hundert Personen besucht gewesen sein. Das Schlufsbankett wurde Sonn- 
tag den 12. Mittag um 11', Uhr in der Salle de l’Athénée Saint-Germain, 
21 rue du Vieux-Colombier, abgehalten. Die Zahl der Teilnehmer war 
grifser als beim Lunch, reichte aber bei weitem nicht an die Ziffer 300 
heran. Aus einem nicht aufgeklirten Grunde blieb der fiir Herrn Porn- 
CARE in der Mitte der hufeisenfoérmigen Tafel aufgestellte Priisidenten- 
stuhl leer, und als beim Schaumweine die Reihe der Trinkspriiche anhub, 
mulste Herr Darsoux den Vorsitz mit der in launige Form gekleideten 
Erkliirung iibernehmen, dals er so wenig wie irgend einer der Anwesenden 
den Grund des Ausbleibens des Herrn Pomncarr wiilste. Eine aus der 
Mitte der Versammlung gegebene Anregung, den Sonntagnachmittag zu 
einem gemeinsamen Ausfluge zu benutzen, fand zwar vielen Beifall; doch 
kam nichts zustande, weil eine energische und geschickte Hand fehlte, 
die Leitung des Stromes nach einem geeigneten Punkte zu iibernehmen. 

Aufserdem ist mit ehrerbietigem Danke zu erwihnen, dafs der Priisi- 
dent der franzésischen Republik, Herr Lounrr, nebst seiner Frau (e- 
mahlin die Mitglieder des internationalen Mathematiker-Kongresses mit 
Kinladungen zu dem grolsen Empfange aller Kongresse am Freitag den 
10. um 4 Uhr im Palais des Elysées beehrte, einem Feste, dem auch der 
Schah von Persien beiwohnte; ferner dals der Prinz ROLAND BONAPARTE 
am Sonnabend den 11. Abends 9'/, Uhr die Mitglieder des mathematischen 
und des physikalischen Kongresses in den Riiumen seines fiirstlich ausge- 
statteten Palastes, der eine kostbare wissenschaftliche Bibliothek enthiilt, aufs 
freundlichste empting und bewirtete. Beide Tage boten die bequemste (ie- 
legenheit, die Bekanntschaft der anwesenden Kongrelsmitglieder zu machen. 

Wenn wir nun die Ergebnisse des Kongresses iiberschauen und mit 
den Zielen vergleichen, die auf dem ersten Kongrefs in Ziirich den inter- 
nationalen Mathematiker-Versammlungen gesteckt wurden, so ist zuniichst 
anzuerkennen, dals den Anwesenden eine Fiille von Anregungen auf den 
verschiedensten Gebieten der Mathematik von den berufensten Vertretern 
geboten worden ist. Dagegen ist der absolute Mangel an Ideen oder 
Plinen fiir gemeinschaftlich auszufiihrende internationale Unternehmungen 
bemerkenswert. Sollte dies bedeuten, dafs im Augenblicke derartige Aut- 
gaben nicht vorhanden sind? LReferent muls bekennen, dals er nicht zu 
denjenigen gehért, die von internationalen Kongressen eine intensive Férde- 
rung solcher Unternehmungen erwarten. Dies geschieht durch thatkriiftige 
und schaffensfreudige Individuen, denen die erforderlichen Geldmittel zur 
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Verfiigung gestellt werden. Was in dieser Hinsicht geleistet werden kann, 
zeigt die Deutsche Mathematiker-Vereinigung. Von einzelnen treibenden 
Elementen beseelt, hat sie die Anregung zu verschiedenen gemeinsamen 
Unternehmungen gegeben und eine Unterstiitzung der neuen mathematischen 
Eneyklopidie durch mehrere Akademien und gelehrte (resellschaften 
herbeigefiihrt. In gleicher Weise kénnen Arbeiten, die als allgemein 
niitzlich anerkannt sind, durch die Zustimmung internationaler Kongresse 
Ermutigung und Foérderung erhalten; den Besuchern des Pariser Kon- 
gresses ist keine Mitteilung dariiber zugegangen, ob derartige Fragen in 
den vorbereitenden Organen des Kongresses zur Erérterung gelangt sind. 
In dieser Hinsicht trat das Ziiricher Comité, das ja mit der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung in einem engen persdnlichen Zusammenhange 
stand, mit weiter ausschauenden Gedanken vor die geladenen Giiste. Nach 
dem Verlaufe des heurigen Kongresses kinnten die Zweifler an dem Be- 
diirfnisse internationaler Mathematiker-Kongresse Recht zu haben be 
haupten; denn derselbe iihnelte durchaus, was die Gegenstiinde der Vor- 
trige anlangt, denjenigen Zusammenkiinften, welche von den nationalen 
Gesellschaften zur Beférderung der Wissenschaften alljihrlich veranstaltet 
werden. Allerdings mufs man dawider anfiihren, dafs einzelne Vortriige 
durch die Persénlichkeit der den verschiedensten Nationen angehérenden 
Redner und durch den tiefen und reichen Inhalt iiber dasjenige hinaus- 
ragten, was bei den erwihnten Versammlungen geboten zu werden pflegt. 
Wer jedoch den letzten Tagungen der Deutschen Mathematiker -Ver- 
einigung beigewohnt hat, wird zugeben miissen, dafs dieselben zufolge 
ihrer sorgfiltigen Vorbereitung und planmiifsig stratfen Abhaltung dem 
Pariser internationalen Kongresse nicht gerade nachstanden. 

Von den durch internationale Kongresse erstrebten Zielen ist viel- 
leicht das wertvollste die Anbahnung und Férderung persénlicher Be- 
ziehungen zwischen den Forschern der verschiedenen Linder auf dem- 
selben Gebiete. Dies ist gewifs durch den Pariser Kongrefs fiir viele der 
Besucher erreicht worden, obschon nicht alles so eingerichtet war, dals 
die Angehérigen der iiber die ganze Erde zerstreuten Volker sich leicht 
finden konnten. Wéahrend sonst bei derartigen Versammlungen ein Restau- 
rant zum gemeinschaftlichen Einnehmen der Mahlzeiten und zu Zusammen- 
kiinften in den Abendstunden bezeichnet zu werden pflegt, war dies in 
Paris unterblieben, wohl aus dem Grunde, damit die Teilnehmer weder 
beim Besuche der Ausstellung noch bei ihren Vergniigungen an den 
Abenden beschrinkt wiren. Es hitte aber keine Beschrinkung vor- 
gelegen, wenn fiir jeden Tag ein Ort innerhalb der Ausstellung und ein 
anderer in Paris als Sammelpunkt fiir solche genannt worden wiire, die 
mit Gleichgesinnten zusammenzutreffen wiinschten. Da dieser Wunsch 
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wirklich vorhanden war, so hiitten sich gewils an den bezeichneten Stellen 
immer viele Besucher freiwillig eingefunden, die statt dessen nun einsam 
oder mit recht wenigen Bekannten die Zeit in dem grofsen Paris verbrachten. 

Bei den Sitzungen der Sektionen folgte regelmifsig ohne Unter- 
brechung ein Vortrag dem anderen; natiirlich trat nach zwei bis drei 
Stunden eine solche Ermiidung und Abspannung der Zuhérer ein, 
dafs auf allgemeinen Wunsch die Sitzung geschlossen werden mulste. 
Jeder eilte dann so rasch wie méglich aus der Sorbonne fort, um frische 
Luft zu schépfen und einige Stiirkungen einzunehmen; es war daher 
gegenseitig bekannt zu machen. Anderswo halt man 


schwierig, sich 
Sitzungen von lingerer Dauer, unterbricht dieselben aber durch Pausen, 
in denen kleine Erfrischungen eingenommen werden kénnen, die zur Stelle 
sind; gerade hierbei kénnen alle Anwesenden zwanglos mit einander ver- 
kehren und sofort ihre Gedanken iiber das Gehérte mit einander austauschen. 

Aus den in Paris gemachten Erfahrungen ist fiir die kiinftigen Kon- 
gresse vielleicht Folgendes zur Beachtung zu empfehlen. Die Vor- 
bereitungen sind so zeitig zu treffen, dals denen, welche die Absicht 
haben, den Kongrefs zu besuchen, das Programm der Sitzungen wenigstens 
in seinen Grundziigen vor ihrer Abreise zugestellt werden kann. Ks ist 
ferner ratsam, dafs der Organisationsausschuls sich mit den grolsen Kérper- 
schaften der einzelnen Linder in Verbindung setzt, um bei der Fest- 
stellung des Programms die Wiinsche der Giiste zu kennen und zu _ be- 
riicksichtigen. Die Anordnungen fiir die geselligen Zusammenkiinfte sind 
in zwangloser Weise so zu treffen, dals innerhalb der kurzen Zeit des 
Kongresses den Besuchern ausgiebige Gelegenheit geboten werde, sich 
gegenseitig bekannt zu machen. 

Wenn ich im Vorstehenden riickhaltlos meine Ansichten ausgesprochen 
habe, so ist dies lediglich in der Absicht geschehen, um fiir die Ver- 
anstalter der kiinftigen Kongresse diejenigen Wiinsche hier niederzulegen, 
die unter den Mitgliedern des Pariser Kongresses wihrend der Dauer und 
nach der Beendigung desselben vielfach geiiulsert sind. Indem ich in 


Ubereinstimmung mit den gehérten Meinungen die Ursachen fiir die be- 


merkten Unvollkommenheiten den Schwierigkeiten zuschiebe, denen ein 
wissenschaftlicher Kongrels in einer Millionenstadt waihrend des heilsesten 
Monats im Jahre zur Zeit einer Weltausstellung notwendig begegnen 
mufs, will ich es nicht versiumen, am NSchlusse dieses Berichtes alles 
(irolsartige anzuerkennen, was den Mitgliedern des Pariser Kongresses 
von der ,Société Mathématique de France“, von der Stadt, von dem Staate 
geboten worden ist, und will dafiir auch hier warmen Dank aussprechen, 


Berlin, im September 1900. 
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Jahresversammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung zu Aachen, 
16.—23. September 1900. 


Auf der diesjiihrigen Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
wurden folgende Vortriige gehalten: 

MrrraG-Lerrter, Analytische Darstellung monogener Funktionen von 
mehreren unabhiingigen Veriinderlichen. 

Kveser, Uber die Entwickelung und den gegenwiirtigen Stand der 
Variationsrechnung. 

WancGerin, Bestimmung aller Flichen konstanten Kriimmungsmafses. 
Mixxowsn1, Uber die Begriffe: Linge, Oberfliiche, Volumen. 

Sricke.t, Zur Theorie der geodiitischen Linien. 

WaANGERIN, Beweis eines Satzes iiber Kriimmungslinien. 

Fricke, Zur Theorie der Porxcaréschen Reihen. 

Fraxz Mever, Uber geometrische Stitze vom Charakter des Pascaxschen 
und des Desareuesschen. 

Srermirz, Zur Theorie der Anevschen Gruppen. 

Scnoure, Ein besonderer Biindel von quadratischen Riiumen Q,° im R*. 
Kiem, Die Mechanik in der Encyklopiidie der mathematischen Wissen- 
schaften. 

Jiincexs, Berechnung von Determinanten. 

EK. Kérrer, Bestimmung der Oberfliiche zweiter Ordnung, welche neun 


gegebene Punkte enthilt. 
Franz Mrver, Uber singuliire bilineare Formen und Relationen zwischen 
Unterdeterminanten. 

15. von Mancoupr, Eine Aufgabe der kaufmiinnischen Arithmetik. 

Der Vortrag 2 gab eine Ubersicht iiber einzelne Teile eines ausfiihrlichen 
Berichtes iiber die Entwickelung der Variationsrechnung, welcher demniichst 
im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung erscheinen wird. 

An den Vortrag 11, dem eine Disposition der Biinde [TV (Mechanik) und 
V (Physik) der Eneyklopidie zu Grunde lag, kniipfte sich eine eingehende 
Diskussion, an der sich auch Vertreter der Physik und der Ingenieurwissen- 
schaften beteiligten. 

Aus der Geschiiftssitzung der Vereinigung, die unter dem Vorsitz des 
Herrn Hinserr stattfand, sei mitgeteilt, dafs dem Vorstande des Jahres 1902 
der Auftrag gegeben wurde, der Versammlung dieses Jahres ein Programm 
fiir den niichsten internationalen Mathematiker-Kongrefs vorzulegen, der nach 
dem zu Paris gefafsten Beschlufs 1904 in Deutschland tagen wird. 

Die nichste Jahresversammlung der Vereinigung wird in Gemeinschaft 
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mit den Sitzungen der Abteilung [ der 73. Versammlung Deutscher Natur- 
forscher und Arzte im September 1901 zu Hamburg stattfinden. 
Jena. A. GuTZMER. 


Congrés de l’Association francaise pour l’avancement des sciences a Paris, 
2—9 aot 1900. 


Dans son discours inaugural sur les progres des industries mécaniques 
et les moyens de les développer, M. le général Senerr, président du congrés, 
s'est occupé tres largement d’une question qui intéresse aussi les sciences en général 
et les mathématiques en particulier. En effet, un troisieme de son discours avait 
trait aux mesures & prendre pour recueillir et classer les matériaux  scienti- 
fiques qui vont s’accumulant sans cesse sous les efforts des travailleurs de tous 


les pays. D’apres M. Sesertr, cette question serait deja a moitie resolue, 


grace & Vinvention de la classification décimale, due a2 M. Metvin Dewey, et 
par la fondation, en 1895, de l'Institut international de bibliographie a 
Bruxelles, dont le Répertoire bibliographique universel contient déja plus de 
5,000,000 (?) fiches; il suffirait d’aider l'Institut & compléter et continuer son 
oeuvre. Malheureusement la question n’est guere si simple que l’a_ supposé 
M. Sesert, et en tout cas il semble un peu étrange qu'il n’ait dit aucun mot 
sur le catalogue scientifique projeté par la ,.Royal Society“ & London. 

Les deux premieres sections (mathematiques, astronomie, géodésie, méca- 
nique) de l’Association frangaise étaient présidées par M. E. Fonranrau, et 
leurs séances avaient lieu le 3, 4, 6 et & aout. Une vingtaine de communi- 
cations furent faites, parmi lesquelles il convient de signaler: 

R. Ferer, Déformations et tensions rémanentes pendant le déchargement 
dun prisme fléchi imparfaitement élastique (suite-a une communication pré- 
sentée Vannée précédente au congres de Boulogne). 

A. Pevier, Sur l’équation aux périodes des racines de V’unité. 

M. Limeray, Equations fonctionnelles linéaires 4 fonction de substitution 
inconnue. 

Dans une communication sur l’application des principes de l’arithmétique 
graphique, M. M. G. Arnoux et C. A. Larsanr firent voir comment on_ peut 
démontrer & son aide les théoremes de Fermar et de Wuson. 

M. E. Lemote présenta quelques notes sur la géométrie du triangle, et 
M. G. Tarry s’occupa de démontrer l’impossibilité de résoudre le probleme 
des 36 officiers. Ajoutons encore que M. L. Riverr continua ses études sur 
des groupes de triangles trihomologiques inscrits ou circonscrits ’ une méme 
conique ou a des familles de coniques. 


Mathematics at the British Association Meeting, 1900. 

The British Association met this year at Bradford, the mathematical 
session being held on Monday September 10, under the presidency of Major 
Mac Manon. The following is a list of the communications, with brief no- 
tices on them. 

1. Report of the Committee appointed to calculate tables of certain Mathe- 

matical Functions. 
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Report (Intermediate) on the Present State of the Theory of Point- 
Groups, by Miss F. Harpcasr ie. 

3. P. A. Mac Manon, A Property of the characteristic symbolic determinant 
of any ” quantics in » variables. 

t. Cypartssos SrepHanos, Sur les relations entre la géométrie projective 
et la mécanique. 

5. H. 5S. Carstaw, The use of Multiple Space in Applied Mathematics. 

6. ALLAN CunninGuam and H. J. Woopaui, Determination of Successive 
High Primes. 








7. J. Wittis, On the construction of Magic Squares. 

P. A. Mac Manon, The Asyzygetiec and Perpetuant Covariants of systems 

of binary quanties. 

9. P. A. Mac Manon, On the symbolism appropriate to the study of 
orthogonal and Boorian invariant systems which appertain to binary 
and other quantiecs. 





10. A. B. Basser, A quintic curve cannot have more than fifteen real 
points of inflexion. 

11. J. D. Evererr, On Newron’s contribution to Central-Ditference Inter- 
polation. 

12. J. D. Evererr, On a Central-Difference Interpolation Formula. 

1) The Committee reported that the printing of the New Canon Arith- 
meticus is almost completed, and the work will shortly appear. It will give 
the solutions of the congruence of 2° R (mod m) for moduli less than 1000. 
2) 










Miss HarpcasrLe is preparing a Report on the Present State of the 
Theory of Point-Groups; a first instalment is to appear in this year’s Report 
of the Association. 


3) Let Ue = AX Hb dete fees bay kn, 
















where (11, @2,°°° are umbrae and ash is a quantic; and let 
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Then Major Mac Manon shews that 


ya 





N 
where /(9) is the characteristic determinant of the umbrae. 

{) Professor Sreruanos shews that the only transformations which change 
a system of forées in equilibrium into another system of forces, also in equi- 
librium, are those which, considered as performed on the PLitcKerian coordi- 
dinates of the forces, are linear and homogeneous. 

5) Mr. Carstaws work is an extension of Professor SomMerrevp’s theory 
of Branched Space, and leads to the solution of several important problems 
in the Potential Theory. 

6) Lieut.-Col. Cunnincuam described a process, involving the formation of 
two small tables, by which the factors of any series of large numbers can 
be found. 
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7) Dr. Wittts shewed some diagrams exemplifying new methods for the 
construction of Magie Squares. 

8) In this paper, the author extended results which have been found 
in connexion with the seminvariant forms of a single binary quantic, to 
systems containing any number of binary quantics. 

9) Major Mac Manon explained a new symbolic method, analogous to 
ARONHOLD’s symbolic method, for obtaining the forms which are invariant for 
orthogonal and Boorian transformations. There are 6 symbolic factors, analogous 
to the factors a, and (ab) of the ordinary Invariant-Theory. The family of 
invariants thus obtained is more extended than the family of forms which are 
invariant for the general linear transformation; the latter family can be de- 
rived from the former, by rejecting forms which contain certain factors. 

10) Mr. Basser’s theorem is an extension of the corresponding result ob- 
tained by Zeuruen for quartic curves. 

11) The author observed that some of Sriruina’s formulae in the Cal- 
culus of Finite Differences had been previously given by Nrwron,. 

12) Professor Evererr established a new interpolation formula, somewhat 
more symmetrical than those usually given in text-books. 


Trinity College, Cambridge. Kk. T. Warrraker. 


Mathematics at the meeting of the American association and the American 
mathematical society at New York, 1900. 


This year the section A of the American association for the advancement 
of science held its meeting in joint session with the American mathematical 
society at New York, June 27th—29th. The unusually early date of the 
meeting involved some conflict with the academic duties of many professors, 
but in spite of this 56 members of the American mathematical society were 
in attendance, and about 30 mathematical papers were on the programme of 
the combined meeting of the two scientific bodies. Among these papers there 
was a Report on groups of an infinite order by Myr. G. A. Miturr, which 
may be considered as supplementary to the Report of Mr. L. E. Dickson at 
the meeting at Columbus 1899 (see Biblioth. Mathem. 1,, 1900, p. 263). 
Another paper of historical interest was that of Mr. G. T. Se_iew, on the 
History of the complex number, and Miss M. E. Trvesioop contributed with 
a paper on The directive force of philosophy upon mathematics. May. E. H. Moore 
gave A simple proof of the fundamental Cavcny-Govrsar theorem, and Mr. 
G. B. Hatsrep read a paper on Construction problems in non-Euclidiean geometry. 

The final session of the meeting was devoted to an extensive discussion 
of the following question: ,,What course in mathematics should be offered to 
the student who desires to devote one-half, one-third, or one-fourth of his 
undergraduate time to preparation for graduate work in mathematics? The 
discussion was opened by papers read by Mr. E. H. Moore, Mr. J. H\rkness, 
Mr. W. F. Oscoop, Mr. F. Moriey and Mr. J. W. A. Youna, and then a 
general discussion of the subject took place. 
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Kleine Bemerkungen zur zweiten Auflage von Cantors ,,Vorlesungen iiber 
Geschichte der Mathematik“. 


Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der ,,Vorlesungen“. 
BM = Bibliotheca Mathematica. 








1: 12, 22, 29, 34, 108, 135, 190, 197, 202, siehe BM 1,, 1900, S. 265—266. 












1: 283. Der sogenannte ,,Loculus Archimedius“ ist im Jahre 1899 von 
H. Surer (Abhandl. zur Gesch. der Mathem. 9, 8S. 491—499)_ heraus- 
gegeben worden. 









1: 284, 321, 383, 400, 432, 487, 440, 467, 469, 475, 476, 537, 540, 542, siehe 
BM 1,, 1900, 8. 266—263. 























1: 661. Nicht Honew nu. IsHAQ, sondern sein Sohn ISHAQ Bb. Honetn hat 
den Almagest ins Arabische iibersetzt, wie die iilteste Quelle, der F'ihrist, und 
das Pariser Ms. 2482 haben, also hat Wenricu (p. 228) Recht, nicht Wisren- 
FELD, bezw. STEINSCHNEIDER, der merkwiirdigerweise, wahrscheinlich nur WisTen- 
reLp folgend ohne Autopsie, behauptet, das Pariser Ms. 1107 (jetzt 2482) 
nenne Honrin als Ubersetzer (vergl. Zeitschr. d. deutschen morgenland. 
Gesellsch. 60, p. 202). (Siehe Surer, die Mathematiker und Astronomen der 
Araber und ihre Werke; Abhandl. zur Gesch. der Mathem. 10, 1900, p. 39). 











1: 662. Apbv’t-Werd hat den Diopnanr nicht tibersetzt, sondern nur 
kommentiert (vergl. Surer, Ll. c. p. 71). 





1:671. In Bezug auf die von Boncompacnt (1857) herausgegebene ano- 
nyme Ubersetzung der Arithmetik des ALKuwaArizm1 bemerkt Herr Canror, dafs 
man auf einen Landsmann und Zeitgenossen des ATELHART von Bath als Uber- 
setzer wird schliefsen diirfen. Ich erlaube mir darauf hinzuweisen, dafs wir 
jetzt eine solche Person kennen, die im Jahre 1145 eine andere Schrift (Al- 
gebr wal mukabula) des ALKuWaARizM1 tibersetzt hat, nimlich Roperr CAsTRENSIS 
(vgl. Biblioth. Mathem. 13,, 1899, 90; 1,, 1900, 273). Vielleicht wiirde man 
durch eine Vergleichung der Kunstwérter dieser beiden Ubersetzungen ersehen 
kénnen, ob sie von einer und derselben Person herriihren. In jedem Falle 
diirfte Roserr Casrrensis verdienen unter den ersten Ubersetzern mathema- 
tischer Werke aus dem Arabischen (5. 851—854) genannt zu werden. 

G. ENesTROM. 






















1: 694, 704. Tangenten und Cotangententafeln hat schon AnmeD B. 
‘ABDALLAH, genannt Hasas eL-Merwazi aufgestellt, nicht erst Apu’L-Wrra 
(vergl Surer, 1. c. p. 209 nach C. A. Nauuino). 





1: 706. Ex-Siézi heifst Anmep s. Mun. ns. ‘ABpeLGaALit (nicht‘ Abdelgdlib). 
(Vergl. Surer, 1. ¢. p. 80). 


5OO H. Surer. — M. Currze 


1: 708. Exv-CnoGenpi heifst mit vollem Namen Hamp ps. ev-Curpr . 
Maumep (nicht Muh.) ev-CnoGenpi (vergl. Surer, 1. ¢. p. 74). 


1:714. As’: Gup hat nicht den Beinamen EL-SANNi, es sind dies zwei 


verschiedene Persiénlichkeiten, die aber Zeitgenossen waren, der letztere heist 


mit vollem Namen Mun. s. Aumep Apu ‘AppaLiAn EL-Sanni (vergl. Surer, Le. 
p- 97, 98). 


1: 735. Das Todesjahr QADIZADEHS ist mit 1412 oder 1415 zu _ friih 
angegeben, er kann erst etwa zwischen 840 u. 850 d. H. (1436 u 1446) ge- 
storben sein (vergl. Suter, 1. c. p. 175). 


1: 735. Das Leben EuKiims von QADIZADEH betindet sich in der Bibl. 
Med.-Palat. zu Florenz (Nr. 280) (vergl. Surer, Lc. p. 175). 


1: 736. Miran Ceveni ist nicht der Sohn, sondern der Enkel QApizADEHS 
(vergl. Surer, Lc. p. 188). 


1: 744. [nx ev-Harraus Kreisquadratur ist jetzt herausgegeben mit 
deutscher Ubersetzung von H. Surer in Zeitschr. fiir Mathem. 40, 1895; 
Hist. Abt. p. 33—47. 


1: 748. Als Lebenszeit Ganm s. ArLans sollte eher das 12. statt das 
11. Jahrh. angegeben sein, er wird so zwischen 1140 u. 1150 gestorben sein. 
M. Canror sagt: ,Seine Lebenszeit ist dadurch festgesetzt, dafs sein Sohn in 
Spanien mit dem beriihmten Marmonripes persénlich verkehrte, was nur um das 
Jahr 1100 herum méglich war“. Matvonrpes ist aber erst 1135 (od. 39) ge- 
boren (vergl. Surer, l. c. p. 119). 


1: 749, siehe BM. 1,, 1900, S. 268. 


1: 756. Das Werk, auf dem Ipy ev-Bennas 7alchis teilweise fulst (ich 
werde hierauf in einem besonderen Artikel, der im niichsten Bande der Biblioth. 
Mathem. erscheinen wird, niiher eintreten), hatte nicht den Titel ,der kleine 
Sattel“; ¢/-hassdr heifst .der Schilfmattenflechter“, es war dies der Beiname 
des Verfassers des Buches: Mun. bp. ‘Appatcan ps. “AwAsS Apu ZaKarisa (od. 
Anu Bexr), und vielleicht hiefs das Buch: kifib cl-hassdr el-sagir fi'l-hiscb (das 
kleine Buch des Hassan, oder das Buch des kleinen Hassan iiber die Rechen- 
kunst). (Vergl. Surer, 1. c. p. 197 u. 222, ebenso Biblioth. Mathem. 13, 1899, 
p. 87). H. Surer. 


1: 757. Herr Cantor sagt hier: ,,Auffallenderweise fehlt in diesem von 
einem Landsmanne Ibn ALBANNAS herriihrenden Verzeichnisse die durch Ib 
Cuatpun so hoch gestellte Aufhebung des Schleiers, fehlt in ihm auch der 
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Auszug aus dem kleinen Sattel“. Dies ist unrichtig; im Verzeichnis der Schriften 
Inn eL-Bennas steht: ,,Der Zalchis der Rechenkunst und Kommentar dazu‘; 
dieser Kommentar ist eben die Schrift, die den Titel fiihrt ,das Aufheben des 
Schleiers“, wie uns EL-QaALASADi (nicht Qalsidi) in seinem Valchis (Gotha Ms. 
1477) belehrt (vergl. Surer, 1. ¢. p. 220—21). 


1: 767. In der Ausgabe von Fes y. J. 1315 (1897/98) der Schrift eL- 
QALASADIS, betitelt: Enthiillung der Geheimnisse von der Wissenschaft des 
Gobdar ist in der Darstellung algebraischer Ausdriicke auch die absolute Zahl 
durch ein Zeichen iiber derselben hervorgehoben und zwar durch ein « (An- 
fangsbuchstabe von ‘adad == Zahl); wir wissen nicht, ob dies eine neuere Ein- 
schiebung ist, oder ob das Original schon dieses Zeichen enthiilt; auffallend 
wiire es, wenn Worpcke dies tibersehen hiitte. H. Surer. 


1: 804, 805, 807, 808, 812, 823, 852, siehe BM 1,, 1900, 8. 2683—269. 


1: 853. Der liber embadorum des Savasorva verdiente eine ausgedehn- 
tere Beachtung, als sie ihm hier zu teil geworden ist. Er ist die Hauptquelle 
fiir die Practica Geometriae des Leoxnarpvo Pisano, der die ganze Anlage 
seines Werkes ihm nachgebildet hat. Er hat aufserdem simtliche Siitze Sava- 
sorvAS bis auf die Zahlenbeispiele tibernommen, hat sie aber meist genauer 
und ausfiihrlicher bewiesen. Savasoxpa kennt alle Fille der quadratischen 
Gleichungen, beachtet und beweist, dafs fiir 2? + a= bx zwei verschiedene 
Werthe der Unbekannten, die er Jatws nennt, wihrend die zweite Potenz als 


. . aT : b\? : . 
embadum bezeichnet wird, existieren, und dafs fiir (5) —a<0 die Aufgabe 


unméglich wird. Der hebriiische Text soweit ihn vy. Braunmijun fir seine Gr- 
schichte der Trigonometrie benutzt hat, stimmt mit der Ubersetzung gut iiber- 
ein. Auch Sremscunemer ist nicht im Zweifel, dafs die Arbeit ihm angehirt. 


M. Currze. 


1: 854. Unter den Ubersetzungen Grrarps von Cremona hiitte wohl 
die wichtige Schrift des An-Nxairizi zu den Elementen des Evktiwes Erwiih- 
nung verdient. 


1:855. Die Formel 


a-b = 10 (a — (10 — b)) + (10 — a) (10 — D) 


findet sich auch in der von Currze in den Abhandlungen zur Geschichte 
der Mathematik 8, 1898 verdffentlichten Algorismusschrift aus dem Ende 
des XI. Jahrhunderts. 


2:8. L. 3 en remontant, il faut lire »in additione« (non in ac ditione). 






































50? 





P. Tannery M. Currze. 
2:10. Liexpression grecque coris canon, pour désigner les nombres pre 

miers, parait correspondre a yweig xavovwr et signifier extra tabulas (ec. a. d. 

les nombres qui ne figurent pas dans les tables formées par produits). 

P. TANNERY. 


2:20. L. 11, il faut lire geometrischen au lieu de arithmetischen. 


2:37. 


wie Das Wort casus hat Leoxarvo aus der Ubersetzung des Liber 
embadorum des Savasorva durch PLaro von TivoLi genommen. 
M. Currze. 

2:37. Die Teilung der Figuren ist, wie schon der Titel: ,,Jncipit 
distinctio quarta de divisione camporum inter consortes* andeutet, dem Erb- 
schaftsrechte der Araber entnommen. Noch mehr geht dieses aus seinem Vor- 
bilde, dem /iber embadorwn Savasorvas, hervor, wo dieser Abschnitt folgender- 
mafsen beginnt: Jn secundo quidem capitulo agrorum ac domorum dimensionibus 
executis, eorumdemque arcarum secundum figurarum alterationes cognitione ha- 
bita, geometricalibus quoque demonstrationibus, ut dimensionum modus planius 
intelligeretur , adductis, deinceps in hoc tertio capitulo agrorum domorumque di- 
risiones inter consortes et conheredes ostendere proposuimus’. Die von Sava- 
soRDA gegebenen Teilungen hat Leonarvo siimtlich in derselben Anordnung, 


fiigt dann aber noch eine grofse Zahl anderer hinzu. M. Currze. 
2:39. Hier hatte, worauf Giesinc in seinem Programm iiber Leonarpo 


schon hingewiesen hat, bemerkt werden sollen, dafs in diesem Abschnitte der 


liber trium fratrum wortlich benutzt ist. M. Currze. 


2: 57, siehe BM 1,, 1900, 8. 269 


© 
~ 


2:59. Die Prmu.rmsschen Handschriften sind jetzt in Berlin. 


© 
w 
ee 


73. Not. 3 lire termino au lieu de termine. 


‘ 


2:82. Le probleme de la trisection est ramené a mener par le point ¢ 
donné une droite est telle que le segment st intercepté entre le cercle et la droite 
bz ait une longueur bd déeterminée. [1 suffit done, pour le résoudre, d’une con- 
choide ordinaire, et la considération de la conchoide du cercle, relative au point 
q, est inutile. P. TANNERY. 

2:87. Der in Anm. 4 genannten Ausgabe des SAcroBposco dureh HAL 
WELL reiht sich jetzt die Ausgabe von Currze (Hauniae 1897) an, welche den 
HaALuiwettschen Text wesentlich verbessert liefert. 


—— 
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2:88. Das Halbieren diirfte deshalb vor dem Verdoppeln gelehrt wor- 
den sein, weil Addition, Subtraction und Mediation von rechts nach links, alle 
iibrigen Operationen aber von links nach rechts ausgetiihrt wurden. Da man 
entweder auf dem Rechenbrett oder der Wachstafel unter Ausléschung der 
Zitfern rechnete, so wiirden beim Halbieren von links nach rechts, unter sonstiger 
Kesthaltung des Prinzips der Rechnung, grobe Fehler sich eingeschlichen haben. 
Man hiitte so zB. als Hiilfte der Zahl 3372 erhalten 14332. Die Hiilfte von 
3 ist 1, die wegen der iiberschiefsenden 1 zu der vorhergehenden Zitfer 3 zu 
addierende 5 giebt mit dieser 8, also ist die Hiilfte 4. Ebenso ist die Hilfte 
von 7 3, und die 5 zur 2 addiert giebt wieder 7, deren Hialfte dann 3! ist. 
Nur aus diesem Grunde mulste bei der damaligen Praxis des Rechnens das 
Halbieren von rechts nach links ausgefiihrt werden. M. Currze. 


2:89. <Anm. 2. Der verbesserte Abdruck bei Currzr lautet: Ht scien- 
dum, quod supra quamlibet-figuram loco millenarii positam competenter potest 
poni quidam punctus ad denotandum, quod tot millenarios debet ultima figura 
repraesentare, quot suf puncta pertransita. 


2:90. In Zeile 3 ist die richtige, durch den Kommentar des Perrus pr 
Dacia sichergestellte Lesart: 
Extrahe radicem duplam sub parte sinistra, 
wo das duplam auf die Quadrat- und Kubikwurzel bezogen wird. 


M. Currze. 


2:92. Planetes (1. 12) est une fausse lecture de Cu. Henry pour planeces. 
De meme, 1. 17, au lieu de linel ow lunaa, ib faut lire livel ou liviaw. Ce sont 
des formes médiévistes du mot niveau. P. TANNERY. 


2: 98, siehe BM 1,, 1900, 8. 269—270. 


2: 105, Note 3, lire minuunt (non minumt), docxeg (non dodyeg ). — KAstNer 
a parfaitement raison de dire que le mot gua, qui est dans le texte gree, 
aurait du étre traduit par simul. La faute de traduction, dans le texte de 
CaMPANUS, nest pas seulement relative aux mots év t@ avt@ doy; toute la 
tin est inintelligible; il faudrait: »aut simul aequa sunt aut simul suo ordine 
superant aut superantur.« P, TANNERY, 


2:122. Il existe des éditions du livre de Susser antérieures A celle de 
1520. J’en possede une qui est sans date, mais qui porte sur le verso de 
son dernier feuillet une inscription faite par son premier possesseur qui dit 
avoir achetée en 1484. Ce livre, qui est devenu, comme le remarque juste- 
ment Brucker, ,,albis corvis rarior“, se compose de 86 feuillets (in folio, h 


2 col.), dont le premier est blanc; ’ouvrage commence par la phrase suivante: 






































arcana ease 





5O4 J. Timrcnenko M. Corrze. — G. Werrurm 

Penes quid habeant intensio et remissio qualitatis attédi pl’es sunt opi 
nides“ (f. 2 recto), 
et se termine (f. 86 recto) par 1’,,Explicit*: 

»oubtilissimi Doctoris Anglici Suiset Calculationuz Liber. Per Egregiii 
Artia et Medicine Doctoré Magistri Johané de Cipro diligétissie emédat’ foeli- 
citer Explicit. Deo Gratias. Padue.“ 

La comparaison des titres (ou plutot des initia“) des chapitres avec ceux 
donnés par Brucker prouve que c’est le méme ouvrage. Mais le livre est 
sans dessins. J’ai trouvé de legeres différences entre l’extrait de Brucker et 
le texte correspondant de mon exemplaire. Mais je n’ai pas eu encore le loisir 
de bien examiner l’ouvrage entier dont la lecture présente de grandes difficultés, 
»Adeo compendiis literarum deformis est liber“, comme dit Brucker, ,ut non 
nisi summo impedimento legi possit, et interdum Oedipo opus sit“. 


Mn on sar Ee 
J. TimrcHEeNko. 


2:128. Die von uns im Verein mit Pavt Tannery beabsichtigte Her- 
ausgabe der Practica Geometriae des Domuxicus pe CLAvAsio wird zeigen, dals 
dieser wirklich sich einer Art Melstisch bedient hat. M. Currze. 


2:143. Die Arbeit AtBertrs, de maximo ct minimo ist auch in zwei 
Miinchner Handschriften erhalten. Sie ist jedoch mehr philosophischer als 
mathematischer Natur. Der fractatus de latitudinibus formarum ist von Ascu 
BACH fiilschlich ALBerr zugeschrieben: es ist der bekannte Tractat des Nico.e 
ORESME, M. Currze. 


2:163. Danach ist also die 8S. 283 dieses Bandes gegebene Behauptung, 
es sei eine Aufgabe des RecGiomonran die erste Maxvimalaufgabe, welche seit 
ApoLtontus und Zenoporus bekannt geworden sei, zu modifizieren. Ubrigens 
ist die der Aafgabe ReGiomonraNs unmittelbar folgende Aufgabe bei diesem 
ebenfalls eine Maximalaufgabe: ,,In ein gegebenes Dreieck das grifste 
Quadrat einzubeschreiben“. M. Currze. 


2:166. Le traité de Buatse pe Parmer ou PeLacanit, dont M. Canror 
fait mention, pourrait étre considéré plutdt comme un abrégé du grand ouvrage 
de Sursser, cité a la page 122, que comme un commentaire sur celui de N. 
OresME. I] n’y est parle que des ,uniformément difformes* et on n'y trouve 
rien d’original ni de particulierement intéressant. En comparant ce commen- 
taire au traité de N. Oresme, on est frappé de la supériorité du grand savant 
francais. J. Timrcuenko. 


2:229. Von dem Buche ,,Behennd und hiipsch Rechnung uff allen kauff- 
manschafften* des Jonannes Wipman von Eger giebt es aufser den vier von 
Cantor genannten noch eine Ausgabe von 1500, die (wie die von 1508) zu 
Pforzheim von Thomas Anszhelm gedruckt ist. Ich habe Gelegenheit gehabt, 
beide Ausgaben zu vergleichen, und mich iiberzeugt, dafs 1508 wirklich ein 
vollstindiger Neudruck stattgefunden hat. Zwar ist der Inhalt wértlich derselbe, 
aber die Verteilung des Textes auf die Seiten stimmt oft nicht ganz _ tiberein, 


c 
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auch ist die Orthographie in beiden Ausgaben etwas verschieden. Das Register 
vollends ist in der iilteren Ausgabe weniger vollstiindig als in der spiiteren. 
So z. B. ist die Bruchrechnung, die in beiden Ausgaben fol. 26 verso bis fol. 
31 verso gelehrt wird, im Register der Ausgabe von 1500 nicht angegeben, in 
das Register der Ausgabe von 1508 ist wenigstens ..Addiern in briichen“ auf- 
genommen. 

Auf fol. 50 verso fehlt in der iilteren Ausgabe die Uberschrift ,,Regula 
detri* (Platz ist dafiir gelassen), sie fehlt auch im Register. Im Register der 
Ausgabe von 1500 fehlen ferner die Zeilen 


,.Boreat das sind stich 120", 
,areselschafften 124°, 
Von teilung 132“ 


des Registers der Ausgabe von 1508. Im 7vat steht allerdings 
fol. 121 recto ,,Boreat*, 
fol. 124 verso ,,Geselschafft*, 
fol. 133 recto _,,Teilung“. 
Der Schlufs lautet in der ilteren Ausgabe: 
,Gedruckt zu Pfortzheim von Thoman anszhelm. Im Jubel Jar 
als man zalt 1500. Got sey lob“, 
in der Ausgabe von 1508: 
,Gedruck zu Pfhortzheim von Thoman Anszhelm Im iar als man 
zalt 1508. G. WerrHerm. 


2:242. Das Zeichen Sf fiir Zahl in der Dresdner Algebra ist die Ab- 
kiirzung fiir Denarius oder Dragma. Dasselbe Zeichen benutzt die dem Inxrrivs 
ALGEBRAS zugeschriebene Géttinger Algebra mit der ausdriicklichen Lesart 
Dragma. M. Currzr, 

2:243. Wenn man die Quadratwurzel durch einen Punkt bezeichnete, 
so ist es durchaus folgerichtig, die Quadratwurzel aus der Quadratwurzel durch 


zwei solehe zu bezeichnen, wie wir ja wohl auch VVa schreiben. Da man 
damals von andern Wurzeln als diesen beiden und der dritten Wurzel nichts 
kaunte, so ergab sich die Bezeichnung der Kubikwurzel durch drei Punkte ganz 
von selbst. . M. Currze. 

2: 273. Es giebt noch eine zweite Arbeit Reciomonrans zur Erliuterung 
seiner Tabula primi mobilis: JoAnnis Reqiromonranr Franci clarissimi mathe- 
matici Fundamenta operationum, quae fiunt per tabulam aeneralem: Vel Apo- 
dixes et demonstrationes eorum, quae in tabulis primi mobilis, cum tabitlis 
eclipsium Bursacui pracceptoris editis @ TANSTETTERO, praecepit, in communem 
omnium Mathematum studiosorum utilitatem nunc primum editae. Habes hic, 
optime Lector, praeter caetera pulcherrima exempla doctrinae de triangulis 
Sphaericis. Neuburgi ad Danubium. Anno M. D. LVII. fol. Am Ende: Ex- 
cudebatur Neuburgi ad Danubium in officina Johannis Kiliani: Electori Palatini 
a Secretis. Anno M. D. LVII. 38 Blatt, wovon die beiden letzten leer. 
Herausgegeben ist sie von ANDREAS ScHoner. M. Currzr. 


Bibliotheca Mathematica. 11], Folge. 1. 
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1554 
497 


2: 282—283. Die Behauptung Reciomonrans, es liege der Werth 


fiir « zwischen 3+ und sr, beruht auf folgendem Rechenfehler desselben im 


i 
Niirnberger Manuskripte seines Briefwechsels. Er setzt: 


»1 910 
Pr . oF 


7 7 = (statt re) 
142 1547 (statt 1561) 
142 

1562 1547 | 

497 497 


»Vum igitur semidiameter circuli est 497, semicircumferentia est minor 1562 
et maior 1547% (statt 1561) 
1562 
1547 
Ld 
L547 
1554 
d.h. er addiert zu der kleineren Zahl den halben Unterschied der beiden ge 
fundenen Werte. Mit den richtigen Werten wiirde er so 4!°% erhalten haben. 
M. Currzr. 


2:283. Siehe die Bemerkung zu 2 :163 (oben S. 504). 


2:284. Aus Rechnungen, welche sich in dem eigenhiindigen Briefwechsel 
ReEGIOMONTANS mit Brancuint und Jacop von Sperer, sowie Crisrorpn RoEpER 
erhalten haben, geht die gute Bekanntschaft desselben mit Algebra hervor. 
Reegiomontan hat darin sogar sicher ein Gleichheitszeichen einen lingeren 
Horizontalstrich und fiir minus das Zeichen t benutzt, wihrend die Quadrat- 
wurzel durch RK bezeichnet wird. 

In dem Briefe von Roeper ist die Aufgabe, welche auf eine Gleichung 
dritten Grades fiihrt, in etwas abgeiinderter Form nochmals gestellt, es wiiren 
auch wohl noch einige andere Probleme, speziell solche, welche sich auf stereo 
metrische Fragen beziehen, der Beachtung wert. M. Currze. 


2: 286. L. 22, il faut lire 241 au lieu de 214. 


2:287. Dafls Regiomonran die vollstiindige Lisung des yon Canror als 
Aufgabe Nr. 2  bezeichneten Gleichungssystemes besafs, geht aus _ folgender 
Stelle seines Briefwechsels unzweideutig hervor: ,,Jn octavo bene reddidistis 
snumerum quesitum minimum 1103, secundum autem 3313, Satis est, nam 
infiniti sunt tales, quorum minimus est 1103. Huie si addiderimus numerum 
numeratum ab ipsis tribus divisoribus, scilicet 17, 13 et 10, habebitur secun- 
dus, item eodem addito resultat tertius ete. M. Currzn. 


2: 289. Levi pen Gerson kennt ebenfalls den Namen Baculus Jacob. 
Die Handschrift in Paris, das Original, welches Cuemens VI iiberreicht wurde, 
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hat diesen Namen nur deshalb nicht, weil einer Miniatur halber das erste 
Blatt spoliiert ist (Currze, Biblioth. Mathem. 1898, 8. 100). 





2:290—291. In einer Handschrift zu Wolfenbiittel ist eime gedruckte 
Ankiindigung der Ratdoltschen Ausgabe des Evxuipes von 1482 enthalten. 
Die beiden ersten Seiten derselben sind aut der Innenseite eines Folioblattes 
abgedruckt und darunter steht der gedruckte Vermerk: ,,/mprimetur Venetiis 
per Erhardum ratdolt de Augusta et Uldaricum Krafftshofer de Nuremberga*. 
Ob letzterer die Kosten des Druckes bezahlte, oder ob er der Herausgeber, be- 
ziehungsweise Korrektor der Ausgabe war, muls unentschieden bleiben. Einer 
giitigen Mitteilung 5. Ginruers verdanke ich die Notiz, dafs Kraftshofen ein 
Flecken in der Niihe von Niirnberg ist. M. Currze. 














2:313. Nach Riccarpti lebte Marcus Morerus aus Brescia in der 2. Hilfte 
des XV. Jahrhunderts. Das von Canror angefiihrte Beispiel steht in einer 
Abhandlung Jntroductorium in Arithmeticam ad caleulum astrologiec wm Msept. 
Cracoy. 601, f. 405—413. Reciomonran dividiert hiiufig durch den sinus totus 
60000 in folgender Weise: 


122 

38TDV8 2608 

56251 
also genau wie Pierro Borat (2: 305) vorschreibt. Rearomonran  schreibt 
dabei den Divisor 60000 gar nicht erst hin. M. Currze. 
















L. 10, au lieu de 53%, lire 6. 





2:353. L. 2 en remontant, lire »a luy« (non >a lays). 


2:381. L. 14, lire durch Diagonalen in 5(n — 2) kleinere Winkel. 


» 


386. L'édition de 1495 de l'Arithmetica de BkApwarpinus par CirveLo 
existe en deux exemplaires i Paris. P. TANNERY. 
















2:395. Im Titel des Rechenbuches von Grammareus mulfs es heilsen: 
Kunstlich; gewils; vi etliché; mancherlay; vi; notiirfftig rechnig; gesanngs; 
aufs zutaylé, monochordt orgelpfeiffé vii ander; aufs; buechhalten; Zornal; zu- 
machen; quadrat vnnd; auff; »Wien; Henrici; siebé: Mit Kayserliche gnaden 
vnd Privilegien das buech nicht nach zu trucké in sechs jare. Am Ende: 
Gedruckt zu Niirnberg durch Johannem Stiichs Fiir Lucas Alantsee Biichfurer 
vnd Birger zu Wien: das Buch ist also nicht in Niirnberg erschienen, sondern 
nur gedruckt, der Erscheinungsort ist Wien. Es ist auch nicht 1521, sondern 
35° 































M. Currze. — P 


. Tannery. — G. Enestrém. 
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schon 1518 gedruckt worden. Es kommt wenigstens die Jahreszahl 1521 in 
dem ganzen Buche nicht vor. M. Currze, 


2:401. Im Jahre 1524 lehrte zu Ingolstadt ein gewisser Magister 
JOHANNES Knourrre in Offentlicher Vorlesung die Algebra unter Zugrunde 
legung der Arbeit des Atvcnwarismi in der von Lisrt verdffentlichten Uber- 
setzung. In dem Codex Vindobon. Palat. 5277 heifst es niimlich am Ende 
der nachgeschriebenen Vorlesung: Anno dm 15.24 Ingolstadii in domo Doctoris 
S. Mauricii Domino Magistro Joanne Knouffte procurante diurna decima Sep- 
tembris. M. Currze. 


2:405. L. 9, au lieu de ,A nach C%, lire ,.B nach C™. 


2:425. Zeile 5 lies: ..quantum ad excessum, productum habebit { -+-* 


Es heilst aber auch noch weiter: 


Conditiones circa +- et — in multiplicatione. 
+ per + vel — per — surgit +, 
+ per vel — per +- crescit —- 


Die in dieser Algebra benutzten Zeichen und ihre Namen sind: Nwmerus 


. = N; Radix sive res = 2; zensus = 3; Cubus = c{ ; zensus de zensu = 33; 
altera parte longior = alt; zensus et cubus = 3 + cf: cubus et zensus de zensu 
= «ct + 33; zensus de zensu et altera parte longior = 33 alt. Sie befindet 


sich auch im Clm 19691, der aber erst 1520 fiir 13 Kr. erstanden ist. 
M. Currze. 


2:481. Die Richtigkeit der Vermutung, dafs Guaticats Summa de arith- 
metica (1521) von der Practica d’arithmetica (1548, 1552) desselben Verfassers 
nicht verschieden ist, kann unmittelbar durch Zuhilfenahme von Riccarpis 
Biblioteca matematica italiana (1, 8. 500—502) bestiitigt werden. 


i 2:481. Ligne 26, l'attribution a Userri, d’aprés Lise, du T'hesoro uni- 
versale de abacho doit étre corrigée d’apres la note 7 de la page 305. Ligne 


28, lire grimaldelli (non grimadelli). P. TANNERY. 
} 2:482. In der ersten Auflage der Vorlesungen wurde (S. 443) angegeben, 
| dafs ANNIBALE DELLA Nave 1526—1550 Professor der Mathematik in Bologna 
Hi war; statt 1550, das offenbar ein Druckfehler war, steht in der zweiten Auf- 
i lage 1560. Es ist mir nicht bekannt, woher diese Angabe stammt; nach 
Guerarvi, Kinige Materialien zur Geschichte dgr mathematischen Facultdt der 
alten Universitit Bologna, iibersetzt von M. Currze (Berlin 1871, 8. 63), erscheint 


ANNIBALE DELLA Nave in den ,,Rotoli* der Universitit Bologna nur bis zum 


Jahre 1558 inklusive, und verschwindet dann. G. ENestrréo. 
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2: 486. Ligne 9, lire ,,18. Februar“ (non 12). 
2: 489. Ligne 25, lire: 2° + ax = b. 


2: 490. Les mots »che sono creato suo<, dits par Ferrart de Carpan, 
signifient simplement »moi qui suis son domestique¢, et non pas ,,dafs er sich 
selbst von ihm geschaffen nannte“. P. Tannery. 


2: 497. Derniere ligne, dans le titre de l’ouvrage de Carpan, apres 
Arithmeticac, ajouter et mensurandi. P. TANNERY. 


2: 509. Ligne 3 en remontant, au lieu de »addo tantum utriquendues, 
lire »addendo tantum utrique¢. 


2: 509, siehe BM 1,, 1900, 8. 270. 


2:510. L. 2: »binomium reductum ad binomiums. Corriger en »trino- 
mium« le second »binomium«. 


2:514. Dans sa Nuova scienza, TarTaGuia, contrairement au dire de 
Libri, soutient que le mouvement des projectiles commence par une droite (in- 
clinée) et finit par une droite (verticale). Il prétend de plus que ces deux 
droites sont reli¢ées par un are de cercle. P. TANNERY. 


2:516—517. Une preuve assez curieuse que le dialogue des Ragiona- 
menti entre TarTacuia et RicHarp WeNntwortns est purement fictif, ainsi que 
le soupgonne M. Canror, est que, dans la réédition posthume de 1562, l’impri- 
meur Curtio Trojano n’a eu aucun scrupule a se substituer a l’interlocuteur 
anglais. P. TANNERY. 


2:532. Anm. 7. Statt posswm lies potui. . M. Currze. 


2:535, 541. Der 173. Satz des Opus novum de proportionibus (vgl. Lx 
Paice, Biblioth. Mathem. 1887, 8. 107), den CarpDANo und nach ihm CanTor 
als eine Erfindung des Ferrari erkliirten, ist in der That schon friiher gefunden 
worden. Er ist niimlich mit dem Satze identisch, den Canror §. 471 als von 
CopreRNIcUS ausgesprochen und bewiesen erwihnt, und aus der dort zitierten 
Note von Currze in der Biblioth. Mathem. 1895, S. 383—34, geht hervor, 
dafs auch Nasir Eppin denselben Satz (,,Wenn ein Kreis im Innern eines 
festen Kreises von doppeltem Radius rollt, so beschreibt jeder Punkt des rollen- 
den Kreises einen Durchmesser des festen“) gekannt und richtig bewiesen hat. 


G. EnestrOm. 
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2:548. Den zwei von Canror genannten Schriften iiber Geschichte der 
Zahlzeichen kinnte auch eine dritte hinzugefiigt werden, niimlich S. Mepict, 
De latinis numerorum notis, Venetiis 1557 (s. Riccarpr, Bibliot. matem. ital. 1, 


S. 146; Favaro, Biblioth. Mathem. 1892, S. 70). 


2:549. C'est Monructa qui a eu le premier la fantaisie d’écrire, sans 
aucun garant, JEAN pE LA Phye au lieu de J. Pena. La famille provengale 


PeNA a subsisté jusqu’au commencement du 19° siecle. P. Tannery. 
2: 554. Forx-Canpae a été évéque d’Aire. P. TANNERY. 


2:569. L. 2 en remontant, lire »CA« au lieu de »C Re. 


2:569. Die Bemerkung, dafs Beneperri (1585) bis zu einem gewissen 
Grade sich einer 1570 verdéffentlichten, von Ferrart gemachten Erfindung be- 
diente, diirfte auf einem Mifsverstiindnis beruhen. Der fragliche, von Ferrari 
nacherfundene Satz, bezieht sich, wie oben 8. 509 auseinandergesetzt worden 
ist, auf die Verwandlung einer kreisférmigen Bewegung in eine einfach grad- 
linige (also nicht hin- und hergehende) oder umgekehrt. G. ENEsTROM. 


2:572—573. Die Angabe, dafs Srevis fiinf Biicher geometrischer Auf- 


gaben dem Jahre 1585 gehéren, ist schon von Canror selbst im Vorworte 
(S. VIIT) dahin berichtigt, dafs die Problematum geometricorum libri V im Jahre 
1583 in Antwerpen erschienen (vgl. hierzu Birrexs pe Haan, Bibliographie 


neerlandaise ... des ouvrages ... sur les sciences mathématiques et physiques, 
Rome 1883, 8S. 263), so dafs sich der 8. 573 citierte Ausspruch des AprRIAN 
vAN Roomen als richtig erweist. Ubrigens scheint diese Schrift gar nicht 


selten zu sein; ich besitze selber ein Exemplar derselben, und zufilliger Weise 
habe ich erfahren, dafs in der Universitiitsbibliothek in Messina ein anderes 
befindlich ist. G. ENesTrO. 


2: 582. D’aprés les nouvelles recherches de Frép. Rirrer (Fravgois Vike, 
Paris 1895), Vrerre (c’est ainsi qu’on devrait écrire) ne parait pas avoir jamais 
abjuré le catholicisme, quelles qu’aient été ses relations avec le parti huguenot. 
C'est des 1564 qu'il a quitté sa situation d’avocat a Poitiers pour s’attacher 
a la dame de Soubise. Nommé en 1574 conseiller au Parlament de Rennes, 
il fut presqu’immédiatement détaché au service du roi Henri ITT, qui, des 1581, le 
nomma maitre des requétes au Conseil privé. Aprés une interruption amenée 
par des motifs politiques, il en reprit les fonctions en 1589, mais ne fit point 
partie du Parlement de Tours. P. Tannery. 


2: 583, 594, 597, 602, 603—604, siehe BM 1,, 1900, S. 270—271. 2: 612, 
621, 623, siehe BM 1,, 1900, S. 277. 2: 642, 643, 665, 700, 701, 7038, 704, 705, 721, 
742, 746, 747, siehe BM 1,, 1900, S. 271—273. 
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2: 876. Au lieu de »Persone« (1. 22) lire »Personnier< comme 2 la ligne 
19. La chaire de mathématiques du College de France donnant lieu a con- 
cours était celle que Ramus avait fondée. 


2:878. Ce n'est qu’en 1638 (non en 1635) que Fermar et Descarres 
eurent connaissance de la quadrature de la cycloide par Roservan et qu'ils 
donnerent leurs démonstrations. Toutefois Roperva l’avait communiquée dés 
1637 2 MerseNNE, qui, cette année méme, en fit l'objet d'une remarque dans 
un appendice de son Harmonie universelle. C'est dailleurs en 1637 que devait 
avoir lieu le concours pour la chaire de Ramus en vue duquel Ropervat réserva, 
dit-il, sa découverte pendant un an. Cette découverte est donc, au plus tot, 
du commencement du 1636. C'est certainement par une erreur de mémoire 
que, dans les lettres a TorriceLti, Roserva fait remonter l'invention 4 1634. 

P. TANNERY. 


2:879. Ropervat ne parle cependant pas expressément de la ligne des 
sinus. Cette ligne a été formellement introduite dans un ouvrage curieux qui 
a pour titre: Opusculum geometricum de linea sinuum et cycloide. Auctore 
Anrimo Farsio. (Romae Typis HH. Francisci Corbelletti, 1659, in 4°). 
.Antimus Farbius* est le pseudonyme du célebre jésuite frangais Honort Fasrt 
(1607— 1688). Dans les Définitions I et II, p. 5 (Cf. Prop. XXIII, p. 33), 
auteur donne rhctoriquement les équations de la sinusoide et de la cycloide 
sous la forme y = sinw et y=asinu+ua (; ~—— u), 

J. 'TImTCHENKO. 


2: 891, siehe BM 1,, 1900, 8. 273. 


2:901. La définition de la limite se trouve déja dans le grand ouvrage 
de GrEGoIRE DE Sr. Vincent: Opus geometricum quadraturae circuli et sectionwm 
coni (1647), Lib. IT, def. 3, p. 15: |,,Terminus progressionis est seriei finis, ad 
quem nulla progressio pertinget, licet in infinitum continuetur: sed quovis inter- 
vallo dato propius ad eum accedere poterit.* Le livre II contient une théorie 
complete des progressions géométriques infinies basée sur cette définition. 


J. TIMTCHENKO. 


2:IX (Vorwort). Zu Seite 642. Die Gdttinger Handschrift . beginnt, 
ebenso wie die drei Dresdner, mit einem Briefe des Initrus ALGEBRAS ad 
summum mathematicum eo tempore Geometram Yeu, in welchem der suppo- 
nierte ALGEBRAS seinem Lehrer YuLes seine Verwunderung dariiber ausspricht, 
dafs dieser nicht gesehen habe, es seien in seinem dritten Buche die Prinzipien 
der Gebra und Almochabola gegeben, und er beweist nun in dem Folgenden, dafs 
dem so ist. Das dritte Buch ist aber jedenfalls so gemeint, dafs die Defini- 
tionen, Postulate und Animi conceptiones als das erste Buch gerechnet werden, 
die Beweise des ersten als das zweite, und das zweite als das dritte. Er 
nimmt der Reihe nach die Siitze des zweiten Buches in Betrachtung, giebt 
lateinischen Wortlaut, und danach in deutscher Sprache den Nachweis, dafs 
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einer der sechs Fille der Algebra durch einen jeden Satz gelist werde. Nach- 
dem er so die Siitze durchgenommen hat, fingt erst die eigentliche Gebra und 
Almochabola des Inrrrus AxLGeBras wirklich an. Dals also Yures Evukuipes 
sein soll, ist sicher. M. Currze. 


2:X (Vorwort). Z. 8, statt 1758 lies 1658. 


3:12. Nach Riccarvt erschienen die von E. Asrorini herausgegebenen 
Aroiionu Conica restituta zum erstenmal in Neapel 1698. — Da wir vergebens 
bei Riccarpi irgend eine Erwiihnung des Astrortni beigelegten Buches: ,,Arcut- 
“ sesucht haben, so vermuten wir, dass die Angabe PoGuEn- 
poRFFS nicht richtig ist. G. ENestr6oM. 


MEDES restitutus 


3:17. Die Bezeichnung der Potenzen durch rechts von den Buchstaben 
aber auf gleicher Linie mit ihnen angeschriebenen Zahlen kommt auch _ bei 
anderen gleichzeitigen Verfassern, z B. pe Bury und A. Speoie vor (vel. 
L’intermédiaire des mathématiciens 2, 1895, 181; 4, 1897, 60). 

G. Enestr6. 


3:22. .Kocnansky behauptet..., wenn AJ) Durchmesser eines Kreises, 
BC eine Senkrechte auf den Durchmesser im Punkte B bis zum Durchschnitte 
C mit der Kreisperipherie sei, so verhalte sich nicht nur, wie allgemein bekannt 
ist, AB: BC= BC: BD, sondern es sei auch weiter BC: BD= BD: AD,... 
Kocuansky bestiitigt seine jedenfalls nur niiherungsweise autgestellte Behauptung 
durch ... Zahlenwerte, ... und diese Zahlenwerte erfiillen die zweite der behaup- 
teten Proportionen“. Aus diesen Worten kénnte man leicht glauben, Kocuansky 
habe behauptet, die zweite Proportion sei ebenso wie die erste allgemein giiltig, 
wenn auch nur anniherungsweise, was natiirlich Unsinn gewesen wiire. In der 
That verlangt Kocuansky eine rein geometrische Liésung des Problems den Punkt 
B wu bestimmen, so dass nicht nur AB: BC = BC: BD, sondern auch 
BC:BD=BD:AD ist, und giebt die Zahlenwerte fiir AB, BD, BC an, die 
selbstverstiindlich nur anniherungsweise richtig sein kinnen, da das Problem 

> 

zur Gleichung a(#-+1)*=—1 (wo t= : ; 
dies Problem nur im Voriibergehen beriihrt, und sein Aufsatz behandelt auch 


) fiihrt. — Ubrigens hat Kocuansky 


ganz andere Fragen, als die von Herrn Canror zuerst genannte. G. ENesTROM. 


$:45—48. Nachdem Herr Cantor iiber De Wirrs Herleitung des Wertes 
einer Leibrente berichtet hat, bemerkt er: ,,Wir haben die De Wrrvsche Schrift 
ausfiihrlich geschildert, damit ersichtlich werde, wie sehr die Lehre von der 
Wahrscheinlichkeit nur erfahrungsgemils bekannter Ereignisse und insbesondere 
die Lehre von der Sterblichkeit damals noch im Argen lag.“ Dieser Behauptung 
kénnen wir nicht ganz beipflichten; in der That wird die De Wrrrsche Her- 
leitung vollstiindig exakt, wenn man in seiner Darstellung ,,Anzahl der Ver- 
storbenen“ statt ,,Sterbenswahrscheinlichkeit“ setzt, und bei seiner numerischen 
Berechnung der Leibrente die Multiplikatoren 1, 2, 2,3 statt die von ihm be- 

i. 


nutzten 1,%, 3,4 einfiihrt. Die erste Anderung,'ist unmittelbar zulissig, da 
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De Wrrv unter ,,Sterbenswahrscheinlichkeit fiir das (x ++ 1): ste Altersjahr“ nicht 
l 
I si a (wo /, die Anzahl der x-jiihrig Lebenden bedeutet) sondern nye 
” 
versteht, und die Sterbenswahrscheinlichkeiten also den Anzahlen der Verstor- 
benen proportional sind. Dafs De Wrrr bei der Berechnung der Leibrente die 
Multiplikatoren 1, 5,5, 4 anwendet, obgleich sie nach seinen Voraussetzungen 
lL. :, 2,3 sein sollten, kann zwar ein wirklicher Fehler sein, aber es ist auch 
méglich sein Verfahren so zu erkliiren, dafs er aus gewissen Griinden (vgl. 
Cantor, a.a.O,. §. 46) den Preis der Leibrente erniedrigen wollte. — Fiihrt 
man diese beide Anderungen ein, so sieht man unmittelbar, dafs alles richtig 
wird, und man kann auch leicht die allgemeine Formel fiir den Wert der Leib- 
rente herstellen (vgl. Jahrb. tther die Fortschr. d. Mathem. 27, 1896, 187; 
28, 1897, 40). G. Enestroo. 


3: 49—50. 8. 49, Zeile 32 ist das Wort ,proportionalen“ zu streichen; 
in der That ist bei Hatiey die Anfangszahl 1000 nicht eine willkiirlich ge- 
wiihlte runde Zahl, da die Summe der Zahlen seiner Liste die ganze Bevél- 
kerung in Breslau repriisentieren mufs. — 8. 50, Zeile 15 mufs 1378 statt 1000 
gesetzt werden; die letzte Zahl ist bei Hatury nicht die Anzahl der Geburten 
in einem Kalenderjahre, sondern die Anzahl der gleichzeitig Lebenden im ersten 
Lebensjahre, wenn jiihrlich 1378 Geburten stattfinden. Aus iihnlichem Grunde 
diirfte der Ausdruck (Z. 27—28), dafs man nach HAtury ,,6 gegen 1 wetten 
kann, dafs ein im ersten Lebensjahre stehendes Kind in das zweite Lebensjahr 
cintreten wiirde modifiziert werden 


miissen. G. ENestTrO»M. 





$:116. Der Brief von Tscurrnnaus an Lerpniz, wo das Wesentlichste 
des Inhaltes der Abhandlung von 1683: Methodus auferendi omnes terminos 
intermedios ex data aequatione entwickelt wurde, ist nicht vom 10. April 1678, 
sondern vom 17. April 1677 (siehe Briefwechsel von G. W. Lereniz mit Mathe- 
matikern, herausg. von ©. I. Geruarpr, I, Berlin 1899, S. 332—333). Der 
Brief vom 10. April 1678 enthielt (siehe a. a. O. S. 360—370) eine ,,Methodus 
generalis omnium aequationum radices exhibendi“, aber diese Methode ist eine 


ganz andere G. ENestr6Om. 








$:123. Wenn Rote als fundamentale Eigenschaft der ,,Cascaden“ an- 
gegeben hat, dafs die Gleichung, welche Herr Canror am Anfang der Seite 
zitiert, durch Bezugnahme auf die Cascadengleichungen fiir jedes «x erfiillt wird, 
so ist dies offenbar ein Versehen, da die Gleichung a,x” == 0 nur durch den 
Wert « = 0 befriedigt ist, sofern nicht a, = 0. G. ENestr6m. 


$:201. Zeile 30 diirfte es richtiger sein 
statt ,gleich einer Constanten“ zu setzen. 


wgleich einer endlichen Gréfse* 


3: 218. Uher den Punkt P der Fig. 70 giebt der Text keinen Aufschluls. 























































































































































































414 G. Enestrom J. Kiirscnax. — J. Timrcnenko. 
3: 224, 250. Man weils jetzt ganz bestimmt, dafs die Methode zur 
Auswertung von Briichen, deren Ziihler und Nenner gleichzeitig in Null iiber- 
gehen, von JOHANN Bernoutit erfunden und im Jahre 1694 brieflich dem Mar- 
quis pe w’Horrran mitgeteilt wurde (vgl. Jahrb. tiber die Fortschr. d. 
Mathem. 25, 1893/94, S. 66—67). G. Enrestréo. 


3: 232. Dass Descarres schon 1639 die logarithmische Curve behan- 
delte, geht aus einer Note des Herrn P. Tannery in L’intermédiaire des 
mathématiciens 7, 1900, S. 94—95 hervor. 


. 


4: 246. Der Briefwechsel iiber Wendepunkte von Curven fand schon im 
Jahre 1694 zwischen Jonann Bernountir und Horrray statt und wurde in dem- 
selben Jahre abgeschlossen. Der erste Brief ist vom 7. April 1694, und nach 
dem 16. Juli 1694 enthilt der Briefwechsel nichts iiber diesen Gegenstand. 
G. Enestr6m. 


Vermischte historische Notizen. 


Moderne Uberschreibung der Kyklu métresis. Die geometrischen 
Grundlagen der Rechnung, mit deren Hiilfe Arcutimepes den Umfang des um- 
geschriebenen, resp. eingeschriebenen 96-Ecks bestimmt hat, sind in der (re- 
schichte der Mathematik im <Altertum und Mittelalter des Herrn Zeuruen 
(Seite 228) durch 


1 sin « / tg xv 
tg* C= (oder = ) 
+ 1 


- 1 + cos x sec a 


wiedergegeben. Ich erlaube mir darauf aufmerksam zu machen, dafs eine — 
an sich geringfiigige — Anderung dieser Darstellung ein deutlicheres und 
treueres Bild von jener Rechnung giebt. Man braucht nur zu sagen, ARCHI- 
MEDES berechnete wiederholt cot 1 x und cosec 1 x aus cot « und cosec « nach 


> 


einem Verfahren, das sich mit 


(A) cot x vc = cot « + coset 
(B) cosec = ‘ r= cot” x x - 1 
wiedergeben lifst. Er findet so aus cot} 1—=YV3 und cosec } 7 = 2 aus- 
gehend: 
a 71 
= 1673. n 2017! 
cot a resp. cosec = 
96 153 96 66 
Daraus ergiebt sich 
; u 96 >< 153 . . @ 96 < 66 — J 46 
xa< 96te—. < 31, rt > 96 sin —- - - > 3! . 
96 4673 ~ 96 20171 


Der Inhalt von (A) und (B), so weit er hier in Betracht kommt, kann 
auch durch elegante Relationen zwischen den reciproken Werten des Kreis- 
durchmessers und der Seiten gewisser Vielecke ausgedriickt werden. Man 
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entfernt sich aber dadurch sehr von der Denkweise ArcuimepEs’ und dem 
Inhalte seiner Abhandlung. 


Budapest. J. Kiirscuak. 


Sur un point du ,,Tractatus de latitudinibus formarum” de Nicolas 
Oresme. Dans le 2° tome des Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik 
de M. Canror, on trouve (p. 132 de la 2° édition) Vindication suivante: 
,JeeESMES Augen offenbarte sich die Wahrheit des Satzes...: an den Hoéhen- 
und Tiefenpunkten einer Kurve sei der Differentialquotient der Ordinate nach 
der Abscisse Null. Voici en quelques termes s’exprime OrEsmeE dans le passage 
que M. Canror a en vue: ,,Quarto est notandum quod in quolibet semicir- 
culo incipit intensio latitudinis a summo gradu velocitatis; et terminatur ad 
summum gradum latitudinis tarditatis scilicet in medio puncto arcus. Remissio 
vero que incipit ab eodem medio incipit a summo gradu tarditatis et termi- 
natur ad summum gradum velocitatis“, ce qui est illustré par la figure suivante: 


sum’ &d’ 


tarditatis 
/ ‘ a 
su’ &d’ sa’ od’ 
velocit/ veloci 


(De latitudinibus formarum, éd. de 1486, fol. 10 recto-verso; la figure se 
trouve sur la marge de fol. 10 recto). 

Sur le verso du feuillet précédent se trouve une autre figure dont la 
considération a probablement amené OresmE & son théoreme: 


a b 





avec la remarque suivante: 
In figura autem a. b. excessus graduum non sunt inter se equales“. 
Sous la dénomination ,,excessus graduum“ l’auteur entend les différences 
ou aceroissements de la fonction (,,latitudo“) correspondant aux accroissements 
successifs et égaux de la variable (,longitudo*). IL remarque un peu plus 
loin ‘(f. 10 verso), que la ,summa_ velocitas* ainsi que la ,summa. tarditas“ 
augmentent en méme temps que les dimensions du cercle. Cela prouve quw il 


L . i. 5 3 . dy 
etait encore assez loin du theoreme exprime par la formule iy =O (pour le 
aX 
sommet de la figure). 
Toutes les notions et dénominations employées par OresME se trouvent 


aussi dans le Calculationum liber de Suisser qui est d’ailleurs beaucoup plus 
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étendu. Mais l’ouvrage de Sursser, autant que j'ai pu le voir, ne considere 
que les ,latitudines uniformiter difformes“ représentées par des lignes droites. 
A ce point de vue, les considérations de N. Oresme constituent done un véri 
table progres, 


Odessa, J. Timrcuenko. 


Anfragen. 


S5. Sur lorigine du terme ,,surdus“ (— incommensurable). Dans 
V’ Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften 1:1 (1898), p. 50, M. A. 
Princsuem fait observer qu'on a attribué & Leonarpo Pisano le terme 
,numerus surdus“ pour désigner un nombre incommensurable. En_ effet, 
le Liber abbaci de Leonarvo contient (voir p. 356 de Védition de Boncom- 
PAGNI) le passage suivant: ,,radix numeri non quadrati... dicitur surda, cum 
numerari non possit, sed eius potentia numeratur“. D’autre part, nous savons 
a présent par l'édition que M. Currze nous a donnée (1899) de la traduction 
latine du commentaire d’ANArtrius sur les H/ementa, que le mot ,,surdus“ a 
été employé dans le méme sens déja antérieurement 4 Leonarpo par Guerarpo 
CREMONESE; ainsi p. ex. nous trouvons a la page 253 de l'édition de M. Currze: 
..|quantitas| surda...est, que verbis exprimi est impossibile, quemadmodum 
numerorum radices, qui non sunt quadrati*. 

Est-ce que le terme ,surdus* a été utilisé par quelques auteurs anté- 
rieurs 2 Guerarpo CrEeMONESE? 

G. Enestr6o. 


S6. Gabriel de Aratoribus (1539). In den Vorlesungen iiber Geschichte 
der Mathematik W*, 8. 482 erwiihnt Herr Canror, dafs Carpano in der 
Arbeit: Practica arithmeticue (1539) seinem Landsmann GABRIEL DE ARATO- 
kipus eine Bemerkung, die zum Rationalmachen gewisser Briiche fiihrt, bei- 
gelegt hat. Uber diesen GanrieL pe ARaToripus habe ich in den mir zu- 
giinglichen Aufschlagebiichern keine anderen Aufschliisse bekommen  kénnen. 
Giebt es iiberhaupt solche, und wo sind sie zu haben? 


G. ENESTROM. 


S87. Uber den Ursprung der Benennung ,,Radius“ fiir Halb- 
messer. In allen mir vorgekommenen handschriftlichen oder gedruckten 
Werken bis in das XVII. Jahrhundert hinein ist der Halbmesser eines Kreises 
oder der der Kugel stets semidiameter und niemals radius genannt. In den 
mir zugiinglichen Werken iiber Geschichte der Mathematik habe ich vergeblich 
dariitber Belehrung gesucht, von wem die Bezeichnung radius zuerst in dem 
jetzt geliiufigen Sinne gebraucht ist: kann mir wohl irgend Jemand Auskunft 
geben, von wem und wo das Wort radius im Sinne von Kreis- oder Kugel- 
halbmesser zuerst benutzt ist? 

M. Currze. 





“ae 
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SS. On the technical terms ,,Differential Quotient, Definite Integral“. 
Who introduced the technical terms: ,,Differential Quotient*!), and ,,Definite 
and Indefinite Integrals**)? J. G. Hagen. 


Antwort auf die Anfrage S4 iiber die Legendre’sche Transfor- 
mation. LrGenpre hat die nach ihm benannte Transformation, die darin be- 
steht, dafs statt a2 und y als unabhiingige Veriinderliche p und q, statt z als 
gesuchte Funktion v = pa + qy — 2 eingefiihrt wird, angegeben in dem 
Mémoire sur Vintégration de quelques équations aux differences partielles; Histoire 
de lacadémie. Mémoire de mathématiques et de physique, Année 
1787 (Paris 1789), 8. 347. Dieselbe Transformation war jedoch vorher von 
EuLer angewandt worden, siehe dessen Institutiones calculi integralis (t. TI, St. 
Petersburg 1770, Pars I, Caput V, § 158 und 164). Mansion sagt sogar, dafs 
»die erste Idee davon Lrteniz zukommt“ (Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung, herausgegeben von H. Maser | Berlin 1892], 8. 41), 
ohne jedoch anzugeben, wo sich Lerpniz dariiber geiiufsert hat. P. SrAcken. 


1) The ,,quantitas differentialis of Leisniz was first considered for itself, and 
any combination of such differentials was called ,,formula ditferentialis*. The quotient 
of two differentials became technical through Lacranee’s definition by Tayror’s series 
(Mém. de Berlin, 1772, p. 185) and was called ,derived function, in opposition to 
the ,,primitive function". 

The technical term ,,Differential Coefticient‘* was introduced by Lacrorx (Traité 
du Cale. Differ. et Int., 2° éd. 1, §§ 4 et 81) and has been adopted in all languages. 
The term ,,Ditferential Quotient, however, is confined almost exclusively to books 
written in the German language. It is found in the Mathem. Worterbuch by Kritce. 
(I, 1803, pp. 267, 809, ete.), and seems to have originated in the combinatorial school, 
to which Kri‘cer belonged. 

2) The name ,,Integral, as is well known, was introduced by James Bernoutui 
Acta Eruditorum 1690, p. 218). While integrations with and without con- 
ditions or limits are of constant occurence in Evuter’s writings, the definiton of the 
terms ,,definite’s and ,indefinite* is given by Lacroix in his Traité du Cale. Différ. et 
Int. (2. 6d. IT, § 470), They are also found in the earliest writings of Cauvcny. 








Recensionen. 


Moritz Cantor. Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. Dritter 
Band. Erste Abteilung. Von 1668—1699. Zweite Auflage. Leipzig, 
Teubner 1900. 261 8. 8° M. 6,60. 

Da dies Heft zum grifsten Teil der Darstellung der Entdeckung und der 
ersten Ausbildung der Differential- und Integralrechnung gewidmet ist, und da 
wiihrend der letzten Zeit nur wenige wichtigere, hierher gehérende Aktenstiicke 
veréffentlicht worden sind, so ist es natiirlich, dafs verhiltnismiifsig wenige Zu- 
siitze nétig waren. Doch enthielt die erste Auflage nur 251 Seiten, so dafs 
auch hier viel neues hinzugekommen ist, und die meisten Schreib- oder Druck- 
fehler, die wir in der ersten Auflage notiert hatten, sind jetzt verbessert worden. 
Ausnahmsweise sind einige solche stehen geblieben, z. B. 5. 10 die Bemerkung, 
dafs Cotums ,eine Mitwirkung bei dem Drucke der 148°, mithin vier Jahre 
nach seinem Tode {1683| erschienenen Algebra des Waits nachgeriihmt wird"; 
bekanntlich erschien die Algebra des WAuuts 1685, wie Herr Cantor 8S. 4 und 
102 ganz richtig angegeben hat. Als ein nicht verbesserter Schreibfehler 
der ersten Auflage diirfte auch die Bemerkung (8. 117), bezeichnet werden 
kénnen, dafs die Benutzung von Tscuirnnausens Methode, um die Gleichung 
5. Grades auf die Form 2° + Aw + B= 0 zu bringen, einige dreifsig Jahre 
jiinger als Anes Abhandlung vom Jahre 1824 ist, da es jetzt allgemein 
bekannt ist, dals dies Verfahren nicht zuerst von JeRRARD sondern schon von 
E. 8. Brinc (1786) angewendet wurde (siehe z B. L’intermédiaire des 
mathématiciens 5, 1898, 8. 40 und die dort citierten Arbeiten, sowie Ency- 
klopddie der mathematischen Wissenschaften 1, 8. 516). 

Auf der anderen Seite kann man auch in Bezug auf dies Heft bemerken, 
dafs Herr Canror einige Resultate der neuesten mathematisch - historischen 
Forschung tibersehen hat, und dafs es zuweilen vom Zufall abhiingig gewesen 
ist, ob eine wiinschenswerte Anderung zu stande gekommen ist oder nicht. So 
z. B. hat Herr Canror (8S. 225) die von uns (Biblioth. Mathem. 1894, 
5. 65—72) verdffentlichten Ausziige aus dem Briefwechsel zwischen JOHANN 
Bernounti und Hoprrau gebiihrend beriicksichtigt, aber (S. 116) iibersehen, 
dafs Tscurrnuausens Brief an Lereniz vom 10. April 1678 jetzt im Wortlaute 
durch den Druck bekannt gegeben worden ist (Der Bricfwechsel von G. W. Leieniz 
mit Mathematikern, herausgegeben von C. I. Geruarpt, I, Berlin 1899, 5. 354 

371), und dadurch verfehlt, séine Darstellung auch hier zu berichtigen und 
za erginzen. Dagegen ist offenbar das Ausbleiben gewisser anderer Zusiitze 
oder Anderungen, die wir als wiinschenswert bezeichnen méchten, nicht dem 

Zufall zuzuschreiben, z. B. in Bezug auf die von Barrow ausgefiihrten Inte- 

grationen (siehe die von Herrn Canror 8. 157 zitierte Abhandlung von ZruTHEN), 

fiir welche es nicht leicht sein diirfte in der Canrorschen Darstellung einen 
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passenden Platz zu finden. Etwas schwieriger ist es zu verstehen, warum 
Herr Cantor, bei seiner Besprechung der Principia, auch in der neuen Autlage 
(S. 207) den 1. Satz des 5. Abschnittes besonders hervorhebt, nachdem ZeuTHEN 
(Bulletin de ’'académie des sciences de Danemark 1895, 8. 275—276) 
darauf hingewiesen hat, dafs dies Hervorheben nicht gut begriindet und noch 
dazu irreleitend ist, da der Satz ja gar nicht von Newrown herriihrt, sondern 
schon von ApoLLonios und Pappos, spiiter von Frermar und Descarres be- 
handelt und bewiesen worden ist. G, EnNestrOm. 


K. Fink. A brief history of mathematics. An authorized translation of 
» Geschichte der Elementar-Mathematik“ by W. W. Bemann and D. E. Surru. 
Chicago, The open court publishing company 1900. XII + 333 58. 8°. 
Doll. 1,50. 

In ihrem Vorworte bemerken die Ubersetzer, dafs K. Fink in seinem 1890 
erschienenen Kurzen Abri/s der Geschichte der Elementar-Mathematik, mit Hin- 
weis auf die sich anschlie/senden hiheren Gcbicte nicht, wie es bei den meisten 
bisher herausgegebenen Kompendien der Geschichte der Mathematik der Fall ist, 
zum grofsen Teil den Raum mit Anekdoten und anderen Notizen, die tiir die 
Kenntnis der Entwickelung der Wissenschaft wenig oder gar keinen Wert 
haben, ausfiillt, und dafs er aulserdem eine sehr systematische Hinteilung des 
Gegenstandes bringt. Sie haben sich darum vorgenommen, das Buch ins Eng- 
lische zu iibersetzen, und dabei selbstverstiindlich die Angaben, die anerkannt 
unrichtig sind, zu verbessern versucht, aber sonst keine gréfseren Anderungen 
zweckmifsig erachtet; nur einige bibliographische Verweise sind hinzugefiigt, 
und die biographischen Notizen am Ende des Buches revidiert. 

Ks ist klar, dafs eine Arbeit, die vor 10 Jahren verfafst wurde, auch in 
dem Falle, dafs sie a//e vorhandenen Untersuchungen gebiihrend beriicksichtigt 
hitte, viele Angaben enthalten muls, die jetzt berichtigt werden kénnen, 
aber ebenso klar scheint es uns, dafs eine Ausfiillung der Liicken, die 
unsere Kenntnisse der Entwickelung besonderer Zweige der Mathematik im 
Jahre 1890 zeigten, die aber durch die neuesten Forschungen beseitigt worden 
sind, ebenso wiinschenswert wiire. In gewissen Fiillen kann die Nicht- 
beriicksichtigung dieser Forschungen die Darstellung der Geschichte einer Theorie 
ganz verfehlt machen, wiihrend zuweilen eine unrichtige Angabe ziemlich un- 
schiidlich ist. So z. B. diirfte die Abteilung V (Trigonometrie) nach den 
grundlegenden Untersuchungen des Herrn Braunmijint (1899) iiber die dort 
hehandelten Gegenstiinde kaum als befriedigend bezeichnet werden kénnen, 
wihrend auf der anderen Seite der Umstand, dafs die Ubersetzer (S. 47) die 
von GerHARDT herriihrende unrichtige Angabe: ,,the signs +- and — ... appear 
also in a Vienna MS. of the fifteenth century™ (vgl. Warrier, Zur Geschichte 
der deutschen Algebra im 15, Jahrhundert |1887]|, 5.3; Currze, Centralbl. 
fir Bibliotheksw. 1899, S. 290) nicht verbessert haben, keine eigentliche 
Bedeutung hat. 

Der Grund warum die Ubersetzer keine Umarbeitung des Originals vor- 
genommen haben, ist in ihrem Vorworte nicht mitgeteilt, aber vielleicht ist er 
in den Schwierigkeiten, die eine solche Umarbeitung darbietet, zu suchen, und 
auch in ihrer jetzigen Form wird sich die Ubersetzung sicherlich als brauch- 
bar fiir Studierende erweisen. Wir heifsen also das Buch willkommen, und 
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erlauben uns die Hoffnung auszudriicken, dals die Herren Bemann und Smiru 
in der voraussichtlich bald nétigen neuen Auflage desselben unsere Bemerkungen, 
soweit miglich, beriicksichtigen werden. 

Betretis der Einzelheiten haben wir hie und da einige Bemerkungen 
notiert, deren folgende hier Platz finden mégen. 

8. 74. Die Angabe, ALkuwarizmis Algebra sei wahrscheinlich von ATEL- 
HART VON Batu iibersetzt, diirfte auf einer Verwechselung beruhen. Von dieser 
Algebra besitzen wir Ubersetzungen von Rospert CastTRENSIS und von GHERARDO 
CREMONESE, aber so viel wir wissen, giebt es keine solche von ATELHAR?. 
Dagegen hat man vermutet (vgl. Canror, Vorles. iiber Gesch. d. Mathem. FP, 
S. 671), eine anonyme Ubersetzung von ALKHWwAnizmis Arithmetik riihre von 
ATELHART her, aber unserer Ansicht nach ist es wenigstens ebenso wahrschein- 
lich, dafs auch diese Ubersetzung von der Hand des Ronrrr Casrrensis ist. 
S. 77. Nicht nur die Summen der Quadratzahlen und der Kubikzahlen, 
sondern auch die Summe der Biquadratzahlen waren den Arabern bekannt 
(vgl. z. B. Canror, 1. ¢., 5S. 736). 

S. 97. Es ist uns unméglich zu verstehen, woher die Bemerkung: _ ,,half 
a century after Srirev it |d.h. das Zeichen der unbekannten Grifse| was read 
by all mathematicians as »* gekommen ist. Bekanntlich ist es DeEscarres, 
der im Jahre 1637 (d. h. 70 Jahre nach Srirets Tode) cum ersten Mal eine 
unbekannte Grifse durch x bezeichnete, und es dauerte noch einige Jahrzehnte, 
ehe diese Bezeichnung allgemein angenommen wurde. — Mit Bezug auf die 
Worte: ,,there are two opinions concerning the origin of the 2 of mathematicians“ 
sei bemerkt, dals die zweite dieser Ansichten, die von P. DELAGARDE her- 
riihrende, ganz unhistorisch ist und darum keine Beachtung verdienen diirfte; 
dagegen hitte hervorgehoben werden kénnen, dals in der ersten Schrift, wo x 
als Zeichen fiir die Unbekannte vorkommt, zuerst z, dann y und in dritter 
Linie « dazu benutzt wird, was darauf hinzudeuten scheint, dafs Descartes 
« anwandte, weil es einer der letzten Buchstaben des Alphabets war (vgl. 
Enestr6m, Biblioth. Mathem. 1899, 8. 91; Werrupm, Zeitschr. fiir 
mathem. Unterr. 31, 1900, 8. 201). 

8. 142, 156. Einige Werte symmetrischer Funktionen der Wurzeln 
einer Gleichung finden sich schon bei Girrarp, Invention nouvelle en Valgébre 
(1629). Auch hat Girarp daselbst den Zusammenhang zwischen den Koeffi- 
cienten und den Wurzeln angegeben. 

8.152. Die Behauptung: ,,Maciaurin developed a rigorous proof of 
TayLors Theorem“ scheint uns nicht richtig. Ohne den Restterm zu_beriick- 
sichtigen, kann wohl kaum ein strenger Beweis des TayLorschen Theorems ge- 
geben werden, und das hat Maciaurin, so viel wir wissen, nicht einmal ver- 
sucht (vgl. Treatise of fluxions, art. 751). 

8.174. ,,The integral calculus was first further extended by Cores, who 
showed how to integrate rational algebraic functions‘, ist eine Bemerkung, der 
wir eine wesentlich andere Form hitten geben mégen. 

S. 237. Dafs Nixotaus Cusanus die Cykloide nicht gekannt hat, diirfte 
wohl jetzt als bewiesen angesehen werden kénnen (vgl. z. B. Giinrner, Bib- 
lioth. Mathem. 1887, 8. 8—14). 

5. 242. Nachdem Cuiarrauts klassische Arbeit iiber die Kurven doppelter 
Kriimmung erwiihnt worden ist, wird bemerkt, dafs ,,scarcely thirty years 
later EuLer established the analytic theory of the curvature of surfaces", aber 
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CLatRAuTS Recherches sur les courbes ad double courbure wurde 1729  verfalst 
und 1731 gedruckt, wiihrend der 2. Band von Euters Introductio in analysin 
infinitorum schon 1748 erschien. 

8. 284. Dals ,,the relation of the half-chord to the arc“ nicht zuerst von 
den Indern, sondern schon von den Griechen benutzt wurde, geht wohl aus den 
Untersuchungen von Huvrscu hervor (vgl. Abhandl. zur Gesch. d. Mathem. 9, 
1899, S. 208). 

S. 285. Durch die Untersuchungen der letzten Jahre weils man ganz 
bestimmt, dafs das Wort sinus nicht in der von PLarone TrpurTINo verfer- 
tigten Ubersetzung des Au-Barrant vorkommt (vgl. z B. Braunmiiat, Vorles. 
liber Gesch. d. Trigonom. 1, 8. 49—50). Dagegen benutzte GHeraRDO CreMmo- 
NESE das Wort, und vielleicht war es schon vor ihm gebriiuchlich. 

Am Ende des Buches findet sich, wie oben bemerkt, eine Sammlung 
biographischer Notizen iiber verstorbene Mathematiker, die alphabetisch nach 
den Namen geordnet sind. Hier giebt es auch einige Namen, die im Texte 
nicht genannt sind, z B. Nicos, Sacrososco und E. 8. Unaer; auf der 
anderen Seite fehlen einige verstorbene Mathematiker ersten Ranges, z. B. 
Brioscut und Kronecker. Eine etwas auffiillige Notiz haben wir unter Sacro- 
nosco entdeckt, er soll niimlich auch iiber Zrigonometrie geschrieben haben; 
kaum weniger iiberraschend ist die Angabe, dafs Leonarpo Pisano im Jahre 
1250 starb. Dafs WitteBrorp SNewiius 1581 und nicht 1591 geboren wurde, 
darf wohl jetzt als entschieden betrachtet werden. 

Von Redaktions-, Schreib- oder Druckfehlern haben wir nur eine ziemlich 
kleine Anzahl notiert. 5.148 ist eine schon 8. 57 befindliche Notiz iiber pe 
Wirr wiederholt. — 8S. 144, 164,168 (fehlt im Register) wird O. H. Nérurr 
genannt, wo ,,O. H.“ ohne Zweifel durch Verkiirzung von ,,O1 ro Hessr* ent- 
standen ist, und sich also auf den Titel des fraglichen Aufsatzes bezieht. — 
5. 156 ist die Bemerkung: ,,the theorem was first stated in full by Descarres 


(1683)* etwas auffallend, da Descarres bekanntlich 1650 starb. — S. 158 
ist LALouvére (der 1664 starb) unter die Mathematiker am Ende des 17. und 
am Anfang des 18. Jahrhunderts gesetzt. — 8S. 305, Z. 13 muls 1883  statt 
1833 stehen. — Dals Ofters (5S. 142, 198, 247, 249, 252, 258, 275; die 


6 letzten Stellen fehlen im Register) eine ungedruckte Rede von A. Briwn 
(1884) auch in der englischen Ubersetzung citiert wird, ist wohl unndtig. 

Der ,,Index“ ist gut, kénnte aber vielleicht etwas vollstiindiger sein; so 
fehlen u. a. die Worte Algorisis (40, 41), Hearn (84), Surds (100). 


Stockholm. G. ENESTROM. 





A. Laussedat. Recherches sur les instruments, les méthodes et le 
dessin topographiques. Tome I. Apercu historique sur les instruments 
et les méthodes. La Topographie dans tous les temps. Paris, Gauthier- 
Villars 1898. XI + 449 p. in-8°-+ 14 planches. Fr. 15. 

L’auteur a entrepris son étude & propos du Congres des sciences géogra- 
phiques, tenu & Londres en juillet 1895, auquel il se proposait de présenter 
dans toute son étendue la question de l’application de la photographie au lever 
des plans. Mais ,la méthode photographique étant traitée dans une foule 
(’ouvrages et de brochures“, il lui sembla ,,plus interéssant de démontrer par 
histoire des instruments, des mcéthodes +t du dessin topographiques, que Vutili- 
Bibliotheca Mathematica. ILI. Folge. 1. 34 
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sation des vues panoramiques naturelles pour la construction et l’illustration des 
plans topographiques, est en quelque sorte le couronnement de tous les efforts, 
qui ont été faits pour créer et perfectionner l’art de la Topographie“. 

L’ouvrage doit comprendre deux volumes. Le premier, répondant déja au 
titre général, contient un historique des progrés de l'art de lever le plans, 
divisé en deux chapitres: 1) Apergu historique sur les instruments et les 
méthodes: 2) La Topographie dans tous les temps; Vues pittoresques et plans 
géometriques. La mcthode des perspectives doit faire l'objet du second volume. 

Les anciens instruments topographiques appartenant les uns a l'astronomie 
et les autres a la géomeétrie pratique, presque toute la partie historique du 
premier volume touche de prés l'histoire des mathématiques. Développant avee 
un talent réel la these qu'il s’est posée, l’auteur donne dans le premier cha- 
pitre et dans quelques paragraphes du second, un tableau historique net et 
precis, mais nécessitant pour devenir une source d’informations, des notes un 
peu plus détaillées. L’auteur en promet une, se rapportant 4 l’antiquité. Elle 
sera jointe au second volume. 

Pour l’'antiquite et le moyen ige l’auteur a utilisé presque exclusivement 
des traductions et des recherches francaises, et il cite PerrauLtr, VINCENT, 
Marvin, les deux Sépmxor, J. Kuarroru, Lisrt et quelques ouvrages géogra- 
phiques. Probablement il ne manquera pas de profiter aussi, dans la note 
promise, des indications contenues dans les Vorlesungen de M. Canror et dans 
les publications récentes, comme celles de M. N. Busnov ou de M. A. von 
BraunmuuL. 

Passant en revue les instruments topographiques du XVI° siecle, l’auteur 
cite les ouvrages publiés dans les différents pays, mais son choix parait un 
peu trop limite. Ainsi la note sur Gemma Fristus mentionne seulement son 
ouvrage posthume De asirolabio catholico, passant sous silence les autres 
ouvrages de 2 géometre, notamment la dissertation d’une grande importance 
pour l’histoire de la triangulation: Libellus de locorum describendorum ratione 
et de eorum distantiis inveniendis nunquam ante hac visus (1533), et la de- 
scription de son arbalestrille: De Radio Astronomico et Geometrico liber (1545) 

L’auteur a tiré la figure du quarré géométrique ,,d’un petit Traité spécial 
assez ancien sur l’usage de cet instrument“: Quadrati geometrici usus per 
JOHANNEM Demertiornem (1579). Cette figure représente le quarré combiné avec 
le quadrant et possédant une regle mobile avec des pinnules, mais on em- 
ployait aussi au XV®° siecle le quarré sans régle mobile, ayant les pinnules 
tixées sur un cote. Une idée tres nette de ces deux aspects de l’instrument en 
question donne la Geometria practica de Mag. Martinus pe Zoravica (géometre 
polonais de la moitié du XV° siecle), publiée en 1895 par M. L. Brrxenmaser 
(cf. Biblioth. Mathem. 1896, p. 27); M. Currzre les distingue aussi dans sa 
note Uber die im Mittelalter zur Feldmessung benutzten Instrumente (Biblioth. 
Mathem. 1896, 65—72), mentionnée par M. Laussepatr. De méme le quadrant 
avec la regle mobile, extrait de l’ouvrage de Brion‘) découle des anciens 
quadrants plus simples, comme celui de Roserrus ANnaLicus signalé dans 


1) M. Laussepar cite deux éditions de louvrage de Bion: La Haye 1723 et 
Paris 1726 (pages 89 et 92). L’édition dont nous nous servons, intitulée: Z'raité de 
la construction et des principaux usages des instruments de mathématiques (Paris 1716), 
contient la méme figure du quadrant que celle donnée par M. Laussevar sur la 
page 41 son ouvrage. 
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une autre note de M. Currze: Der Tractatus quadrantis des Ropertus ANG Licus 
in deutscher Ubersetzung aus dem Jahre 1477 (Abhandl. zur Gesch. der 
Mathem. 9, 1899, p. 41—63), ou bien d’Oronce Finé dans la Protomathesis 
(fol. 65°). 

L’histoire de la boussole, basée quant aux origines de l’aiguille aimantée 
sur les écrits de J. KLaprorn, est traitée minutieusement. Entre autres M. 
v. Bezoup de Niirnberg a signalé a Jl’auteur une boussole d’Hutstus. M. 
LaussepAt en donne la figure, mais sans mentionner le Zractatus primus 
instrumentorum mechanicorum Levixt Hust... (Francofurti ad Moenum 1609), 
sur le frontispice duquel est représentée la méme boussole. Cet ouvrage est 
une source importante d’informations, car Hunstus y donne au commencement 
»Hlenchus autorum quibus in hisce instrumentis mechanicis et machinis usi 
sumus, qui ordine quaque lingua scripserint, qua de re egerint et ubi impressi 
fuerint.“ 

A propos du graphometre et du trigométre de Puttirre Denrrir, décrits 
dans son opuscule du 1597, on pourrait faire la remarque que ces instruments 
semblent découler de V’holometre d’AseL FuLLone, dont la description a été 
publiée a Venise en 1564 dans une brochure in-4°, intitulée: Descrittione 
et uso dell’ holometro, per saper misurare tutte le cose, che si possono veder 
col’ occhio cosi in lunghezza, et larghezza; come in altezza et profundita.  Ri- 
trovato per Aset Futtone Valetto di Camera del Re di Francia. 

M. Laussepar a étudié avec beaucoup de soin la planchette de Prarro- 
RIUS, en assignant & cet instrument sa place bien méritée dans le développe- 
ment des instruments topographiques. C’était d’autant plus nécessaire, que 
invention de Praetorius, dans sa forme décrite en détail par Dante, Scuwenter, 
a été pendant longtemps inconnue en France. Les anciens auteurs frangais 
mentionnent seulement la planchette simple. Brion parle d’une planchette cireu- 
laire en bois ou en métal, et Matter dans sa Géomctrie pratique (1702) donne 
l'information: ,,La planchette (selon Virruve) est un instrument fort ancien.“ 
Or Virrruve ne parle que de la table du gnomon (,,marmoreum amussium‘), 
sur laquelle on tragait la direction du vent et les rues d’une ville 4 batir 
(lib. I cap. 6), et le mot ,planchette* ne figure méme pas dans l’index de la 
traduction de Perrautr. Ainsi Vorigine de la planchette praetorienne étant 
établie, histoire de la planchette simple reste encore a faire. 

Dans cette classe d’instruments l’auteur n’a pas mentionné le pantometre 
d@ATHANASE Kircuer, auquel Gasrparp Scuorr a consacré tout un ouvrage: 
Pantometrum Kircherianum (Herbipoli 1660). Cet ouvrage présente cependant 
quelque intéret pour l’histoire de la topographie, car Scuorr s’étend aussi sur 
les niveaux et donne méme a la page 271 |’énumération des écrits antérieurs 
sur ce sujet. Et justement dans V/histoire générale des niveaux, comme l'a 
donnée M. Laussepar, je me suis permis de constater une lacune, ce qui a 
fait objet de ma note Sur quelques niveaux du XVI° siécle (Biblioth. Mathem. 
1,, 1900, p. 60—63). D’un autre cété, il est & désirer qu’une note dans le 
second volume puisse donner quelques détails sur l’invention du niveau a bulle 
Vair, attribuée & Tuivenor et sur la mention de Lisri (Histoire des sciences 
mathém. en Italie, t. 1, p. 133), que les anciens Hindous se servaient de cet, 
instrument. 

A partir des travaux de Prcarp, qui ont introduit des organes nouveaux 
dans la construction des instruments, le tableau du développement des in- 
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struments et des methodes topographiques, peint a larges traits par M. Lausse- 
DAT, présente encore plus de précision et de netteté. Les planches tres soignées 


donnent quelques échantillons d’anciens plans topographiques, et il y en a 
aussi une, qui représente les trophées de la fagade méridionale de l’Observatoire 
de Paris, particulitrement interessants en ce qu'ils font connaitre & peu pres 
completement les instruments, dont les marins, les voyageurs et les arpen- 
teurs se servaient pendant la seconde moitié du XVII° siécle. 

Ce premier essai d’une histoire raisonnée des instruments et des méthodes, 
rend & la Topographie le méme service qu’ont rendu & la mécanique appliquée 
les Vortrdge iiber Geschichte der technischen Mechanik (1885) de M. Riint- 
MANN. Il contribue & assurer & cette branche importante de l'art d’ingénieur 
son rang parmi les sciences, et constitue en méme temps un chapitre de 
histoire générale des sciences techniques, laquelle mérite sans doute une place 
parmi les cours professés aux écoles techniques supérieures. 

Warszawa. F, Kucnarzewski. 


P. Tannery et Clerval. Une correspondance d’écolitres du XI° siécle. 
Tirée des Notices et extraits des manuscrits de la bibliotheque nationale et 
autres bibliothéques T. 36. Paris 1900. 6158. 4° 

Les correspondants dont les lettres ont été publiées ici, d’apres trois 
manuscrits de la bibliothéque nationale de Paris, sont RacGiupotp de Cologne 
et Rapotr de Liége, et la date de la correspondance peut étre fixée aux en- 
virons de l’an 1025. Elle est précédée d’une introduction par M. Paut Tannery, 
et elle contient 9 lettres, dont la derniére est adressée a RAGiMpoLip par un 
moine inconnu 6., ainsi qu’un fragment sur la quadrature du cercle et cer- 
taines notions de géométrie. 

Les questions débattues sont en partie arithmetiques, en partie géométriques, 
et les lettres montrent que les correspondants étaient des calculateurs assez 
habiles, mais qu’ils avaient tres peu de connaissances géométriques; ils igno- 
raient méme le vrai sens du terme: »angle extérieur d’un triangle<. 

Dans l’introduction, ot un chapitre est relatif a Francon de Liége, 
M. Tannery fait ressortir que les correspondants n’avaient évidemment aucune 
connaissance de l’Ars geometriae attribuée & Boktius, et il en conclut que cet 
écrit est postérieur au commencement du 11° siecle; il signale aussi un passage 
de la premiere partie de la Geometria Grerverti, d’ou il semble résulter que 
cette partie est postérieure a la correspondance entre RaGimpoip et Ravoxr, 
et il ajoute quelques remarques sur la provenance du reste de la Geometria 
(FERBERTI. 

A la fin on trouve un Appendice sur le recueil »Geometricales diversitates« 
dans le manuscrit latin 73776 de la bibliotheque nationale de Paris, et un 
Postscriptum, oi M. TANNERY compare ses conclusions avec celles de M. Bupnov 
dans le livre: GerBERTI Opera (1899). 

G. EnestrOM. 


Felix Miller. Vocabulaire mathématique frangais-allemand et alle- 
mand-francais contenant les termes techniques employés dans les 
mathématiques pures et appliquées. — Mathematisches Vokabu- 
larium, franzésisch-deutsch und deutsch-franzésisch, enthaltend die 
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Kunstausdriicke aus der reinen und angewandten Mathematik. Erste 

Hiilfte. Leipzig, Teubner 1900. IX + (2)-+ 132 8. 8° M8. 

Schon in der ,,Wissenschaftlichen Chronik“ des vorigen Heftes berichteten 
wir tiber den Plan und den Zweck des Mathematischen Vokabulariums, dessen 
erste Hiilfte jetzt erschienen ist. Im Vorwort, wo der Verfasser sich hieriiber 
ausfiihrlich tiulsert, wird auch hervorgehoben, dafs die Arbeit bei der voraus- 
sichtlich bald notwendigen Revision der mathematischen Nomenklatur, sowie bei 
Herstellung von mathematischen Sachkatalogen und Sachregistern angewendet 
werden kann. 

Das Buch des Herrn Miituer enthilt auch eine grofse Anzahl von histo- 
rischen Notizen. Diese Notizen, die in der Regel nur Namen und Jahreszahlen 
umfassen, beziehen sich im Allgemeinen auf den Ursprung der mathematischen 
Begriffe, ausnahmsweise auf den Ursprung der Kunstausdriicke. Leider ist es 
fast immer unmiglich diese zwei Arten von Aufschliissen zu unterscheiden, so 
dafs bei dem nicht besonders sachkundigen Leser leicht ein Mifsverstiindnis ent- 
stehen kann. So z. B. findet man unter »art’de conjecturer (ou probabilité)« 
den Zusatz: ,JAcques Bernoututr 1679“, ohne dals es ersichtlich ist, ob der 
Begriff oder der Kunstausdruck von JAkos Bernovu.ui herriihrt; in Bezug auf 
die Jahreszahl bemerken wir im Voriibergehen, dafs es vielleicht besser gewesen 
wiire 1685 statt 1679 zu setzen. Wie grofse Schwierigkeiten tibrigens sich bei 
so kurzen Notizen iiber den Ursprung der mathematischen Begriffe darbieten, 
diirfte am leichtesten aus folgenden Beispielen hervorgehen: »calcul différentiel 
(Lemyiz 1684, Newron 1676)«; calcul infinitésimal (Letniz 1684, Newron 
1676 )«<; »calcul intégral (Letsniz 1675, 1686, Ever 1768)<«; »calcul des variations 
(Euter 1766, Lacrance, JAcques Bernovunit)«. Aber selbstverstiindlich sind 
diese historischen Notizen nur als ein »hors d’ceuvre« zu betrachten, und wenn 
auch einige solche verbessert werden kinnen, so hat dieser Umstand keinen 
Kinflufs auf unser allgemeines Urteil iiber die Arbeit des Herrn Miuuer, die 
wir als sehr niitzlich und zeitgemiifs bezeichnen miissen. 

Am Ende des Vorwortes spricht der Verf. die Hotfnung aus, dafs durch 
sein Vokabularium bei recht vielen Fachgenossen der Wunsch rege werde, es 
méchten mehrere Mathematiker zur baldigen Herstellung und Herausgabe eines 
mathematischen Worterbuches sich vereinigen. Wir wiirden uns sehr freuen, 
wenn diese Hoffnung recht bald erfiillt wiirde, und wir sind tiberzeugt, dafs 
alsdann das Buch des Herrn Mituer sich als eine sehr brauchbare Vorarbeit 
erweisen wird. G. Enestrém 
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1900, 117—118. (C. BourLen) [55 


Braunmiihl, A. von, Die Entwickelung 
der Zeichen- und Formelsprache in der 
Trigonometrie. [56 

Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 64—74. 
Aubry, A., Etude élémentaire sur la 


théorie des maxima et minima. [57 
El progreso matem. 2,, 1900, 41—49, 185—193, 
233—241, 321—324. — Zum grifsten Teil histo- 


rischen Inhalts 
(iiinther, S., Le développement histori- 
que de Venseignement mathématique 
en Allemagne. [58 
L’enseignement mathém. 2, 1900, 237—265 
Czuber, E., Die Entwickelung der Wahrscheinlich- 
keitstheorie und ihrer Anwendungen (1899). 
{ Recension:] Deutsche Litteraturz. 21, 1900, 
1526—1527. (A. von BraunmtH.) [59 
Vorreden und Einleitungen zu klassischen Werken 
der Mechanik: GaLiILEL, NEwTon, D’ALEMBERT, 
LAGRANGE, KircnHnorr, Hertz, HELMHOLTz 
(1899). [Recension:| Monatsh. fiir Mathem. 11, 
1900, 29—30 7 [60 
Boltzmann, L., Uber die Entwicklung 
der Methoden der theoretischen Physik 


in neuerer Zeit. [61 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 8: 1, 1900, 
71—95. — Vgl. oben 8. 291. 

Cantor, M., Niclaus Koppernikus. Ein 

Vortrag. [62 


Neue Heidelberger Jahrb. 10, 1900, 90—106 

Birkenmajer, L. A., Mikolaj Kopernik. 
Czesé 1. Studya nad pracami Koper- 
nika oraz materyaly biograficzne. Kra- 
kow 1900. [63 

4°, XLT + 711 8. 

Fontés, J., Les Arithmétiques et les Al- 
géebres du seiziéme siécle a la biblio- 
théque communale de Toulouse. [64 

Toulouse, Acad. d. sc., Bulletin 2, 1899, 202—208 

Kucharzewski, F., Sur quelques niveaux 

du seiziéme siecle. [65 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 60—63 
Kucharzewski, F., 0 poczatnach pié- 


miennictwa technicznego w_ polsce. 
Warszawa 1900. [66 
8°, 55 8S. — Enthalt u. a. Notizen tiber die 


polnischen Lehrbiicher der Feldmessung im 
16. und 17. Jahrhundert. 
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Aubry, A., La formule du bindme, avant 
Newton. [67 
Journ. de mathém. élém. 24, 1900, 24—28, 39 
45, 72—76, 8i—92 
Sterne, €., Copernicus, T'ycho Brahe and 
Kepler. [68 
The open court (Chicago) 14, 1900, 385—408.— 
Ubersetzt aus dem Deutschen von D. E. Smiru 
— Mit vielen Portriits. 
Hops, f., O65 s1ementapuom, oObacnenin 


ABICHIA UPHINBA H OTANBA. [69 
Vjestnik elem. matem. 23, 1899, 253—260, 273 
—279 Schorr, D., Die Theorie der Ebbe 


und Flut nach ihrer historischen Entwicke- 
lung elementar dargestellt. 


Favaro, A., Due lettre inedite di Guido- 

baldo del Monte a Giacomo Contarini. 

[70 

Venezia, Astituto Veneto, Atti 59, 1900, 303 
—312. 

Favaro, A., Intorno alle opere scienti- 
fiche di Galileo Galilei nella Edizione 
nazionale sotto gli auspicii di S. M. il 
re d'Italia. [71 

Venezia, Istituto Veneto, Atti 58, 1899, 129—204. 

Favaro, A., Delle Mecchaniche lette in 
Padova l’anno 1594 da Galileo Galilei, 
per la prima volta pubblicate ed illu- 


strate. {72 
Venezia, Istituto Veneto, Memorie 26:5, 1899 
26 58 


Wohlwill, E., Die Entdeckung der Parabelform 
der Wurflinie (1899). [Recension:] Bullet. d. se 
mathém. 24,, 1900, 33—37. (PB. TANNERY [73 

Favaro, A., Le osservazioni di Galileo 
circa i pianeti Medicei dal 7 gennaio 
1610 al 23 febbraio 1613. | 74 

Venezia, Istituto Veneto, Atti 59, 1900, 519—526 

Goldbeck, E., Die Gravitationshypothese 
bei Galilei und Borelli. Berlin, Giirtner 
1897. 75 

1°, 31.5. Wissenschaftliche Beilage zum 
Jahresbericht des Luisenstiidtischen Gymna- 
siums zu Berlin, Ostern 1897 


Bosmans, H., Le degré du méridien ter- 
restre mesuré par la distance des paral- 
léles de Berg-op-Zoom et de Malines 
par Willebrord Snellius. | 76 

Bruxelles, Soc. scient., Annales 24: 2, 1900. 22 8 

Taylor, C., The geometry of Kepler and 

Newton. 77 
Cambridge, Philos. soc., Transactions 18, 1900, 


197—217 [Recension:]) Bollett. di bibliogr 
d. sc. matem. 1900, 92 


Tannery, P., Remarques sur l’histoire de 
la courbe et de la spirale logarithmi- 
que. [78 
L’intermédiaire des mathém. 7, 1900, 94—95. 
Loria, G., Le ricerche inedite di Evan- 
gelista Torricelli sopra la curva logarit- 
mica. [7 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 75—89. 
Heinrich, G., Notiz zur Geschichte der 
Simpsonschen Regel. [80 
Biblioth. Mathem. 1;, 1900, 90—92. 
Bosscha, J., Les ,,uvres complétes de 
Christiaan Huygens‘. [81 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 93—96. 
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de Chri- 
de la 
[s2 


solution 
problime 


» La 
du 


Korteweg, D. J 
stiaan Huygens 
chainette. 

Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 97—108 
(Euvres complétes de CurisTIAAN HUYGENS publiées 





par la société hollandaise des sciences. Tome 
VIII (1899 [Recension:] Nature 60, 1899, 457 
J. L. EB. Dexvenr.). [83 


*Hahn, R., Die Entwicklung der Leib- 
niz’schen Metaphysik und der Einflufs 
der Mathematik auf dieselbe bis zum 
Jahre 1686. Halle 1899. [84 


49, 358 {Recension:] Zeitschr. fiir mathem 


Unterr. 31, 1900, 389—390. (NORRENBERG.) 
Der Briefwechsel von GorTrRIED WILHELM LEIB- 

N1zZ mit Mathematikern. Herausgegeben von 

C. I, Geruarpr. Band I (1899). [Recension:] 


Bullet. d. sc. mathém. 24,, 1900, 15—22. (P. Tan- 
NERY.) [85 

Enestrém, G., Sur une brochure publiée 
en 1700 per Jacques Bernoulli. [86 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 274. 

Archibald, R. (€., The cardioide and 
some of its related curves. Stralsburg 
1900, [87 

9, (7)+32 8S. 4+ 3 Taf 
tation, wesentlich 
phischen Inhalts 


Stiickel, P., Integration durch imagi- 
niires Gebiet. Ein Beitrag zur Geschichte 
der Funktionentheorie. 

Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 

Hagen, J. G., On the .formula exponen- 
tialis replicata‘ of Euler. — On the 
so-called Legendres transformation. [89 

Biblioth. Mathem. 1;, 1900, 275 Anfragen 

Cunnoss, Jl., O6n anasnrimueckomh napaa- 
aesorpamm’ .Larpanaxa-Hpwtona. Ilceropm- 
yeckad CipaBKa. [90 

Kazan, Fiz.-matem. obchtch., Isvjestia 9,, 189), 


44—46 Sintzorr, D., Historische Bemerkung 
iiber das Lagrange-Newtonsche Parallelogramm 


Valentin, G., Filippo Ferrari (1761). [91 
Biblioth. Mathem, 1,, 1900, 275. — Anfrage. 
Korteweg, D. J., Oudemans, J. A. (., 
Zeeman, P., Verslag over de hand- 
schriften en bescheiden afkomstig van 


Inauguraldisser- 


historischen und bibliogra- 


[ss 


109—128 





J. H. van Swinden. [92 
jmsterdam, Akad, van Wetensch., Verslagen 
1900, 389—402, 529 

Macfarlane, A., The fundamental principles of 


algebra (1899). [Recension:] Bollett. di bibliogr 
d. sc. matem. 1899, 140—141 [93 


(iuimaraes, R., Les mathématiques en 
Portugal au XIX® siécle. Aperg¢u histo- 
rique et bibliographique. Coimbre 1900. 

[94 
4°, 164+ (3) S 

Janssen van Raay, W. H. L., Opinions 
de quelques géométres hollandais sur 
la théorie des paralléles et sur la géo- 
métrie non-euclidienne. [95 
Kazan, Fiz.-matem. obchtch., Isvjestia 10,, 1900, 
1—13 

Wolffing, E., Bericht iiber den 
wiirtigen Stand der Lehre von den 
natiirlichen Koordinaten. [96 

3iblioth! Mathem. 1,, 1900, 142—159 


vege - 
gegen 
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Roreapnnkon, A. I., Ipoorrpnaa reo- 


pla BeKTOpOBL. 97 
Kazan, Fiz.-matem. obchtch., Isvjestia 9, 1599 
10 8 KorTeELINikoOFF, A. P., Uber die Ent 
wickelung und den gegenwiirtigen Stand der 


projektiven Theorie der Vektoren. 

Schlegel, V., Sur le développement et létat de la 
géométrie & x dimensions (1900). [Bemerkungen :] 
L’enseignement mathém. 2, 1900, 219. (R. Lip- 
SCHITZ.) [98 

*Pahl, F., Die Entwickelung des mathe- 
matischen Unterrichtes an unseren héhe- 
ren Schulen. II. Charlottenburg 1899. 

{oo 
1°, 3058 [Recension:] Zeitschr. fiir mathem 
Unterr. 31, 1900, 304—305. (S1trEGEMANN.) 

Richter, Die Entwickelung des mathe- 
matischen Unterrichts auf den preufsi- 
schen Gymnasien wiihrend des neun- 
zehnten Jahrhunderts. [100 

Zeitschr. fiir mathem. Unterr. 31, 1900, 253—262 

Riecke, E., Zur Geschichte des physika- 
lischen Instituts und des physikalischen 
Unterrichts an der Universitiit zu Gét- 
tingen. {101 

Uber angewandte Mathematik und Physik ; Vor- 






triige (Leipzig, Teubner 1900), 8S. 1—14. 

Woodward, R. S., Die Fortschritte der 
angewandten Mathematik im letzten 
Jahrhundert. [102 
Naturwiss. Rundschau 15, 1900, 249—252, 262 

266, 273—276 Ubersetzt aus dem Eng- 

lischen (vg@l. oben S. 292) 

Hagen, J. G., On the history of the ex- 
tensions of the calculus. [103 
New York, Americ. mathem. soc., Bulletin 6,, 
1900, 381—390. 


Cantor, M., Carl Friedrich Gauss. Vor- 


trag. [104 
Neue Heidelberger Jahrb. 9, 1900, 234—255 


Klein, F., Uber den Stand der Heraus- 
gabe von Gauss’ Werken. Zweiter Be- 


richt. [105 
Math. Ann. 53, 1900, 45—48. 

Briefwechsel zwischen OLBERS und Gauss. Heraus- 
gegeben von ©. Scurituinc. Erste Abteilung 
(1900) [Recension:] Nature 61, 1900, 486—487. 
(J. L. BE. Dreyer.) Deutsche Litteraturz. 21, 
1900, 2037—2040. (W. Scuvr.) [106 


Briefwechsel zwischen CARL FrieprRicu Gavss und 
WoxrrGanG Boryar. Herausgegeben von FR 
Scamipr und P. SrAckeL (1899). [Recension:] 


Bullet. d. se. mathém. 23,, 1899, 321—324. (G 
D.) — Deutsche Litteraturz. 21,1900, 1084—1087 
(S. GUNTHER.) {107 
Stiickel, P., Eine Zeitungsnotiz iiber 


Gauss’ Stellung zur Parallelen- Lehre. 
[108 

Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 275. Anfrage. 
Tait, P. G., On the claim recently made 
for Gauss to the invention (not the 
discovery) of quaternions. [109 
Edinburgh, Royal Proceedings 28, 1900, 


17 
Knott, 


quaternions. 


soc., 
2a 
23. 


C. G., Professor Kleins views of 
[110 


Edinburg’, Royal soc., Proceedings 23, 1900, 
24—34. 

Urkunden zur Geschichte der Nichteuklidischen 
Geometrie I. Nrkouas Twanowrrscn Losa- 


TSCHEWSKY. Zwei geometrische Abhandlungen 





aus dem Russischen iibersetzt, mit Anmerkungen 
und mit einer Biographie des Verfassers von 
F, EnGen (1899), [Recension:] New-York, Ame- 
ric. mathem. soc., Bulletin 6,, 1900, 389— 344. 


(F. S. Woops.) — Revue génér. d. sc. 10, 1900, 
745. — Bullet. d. sc. mathém. 24,, 1900, 118—120. 
(G. D.) {111 


Wassilief, A., Les idées d’Auguste Comte 

sur la philosophie des mathématiques. 

{112 

L’enseignement mathém. 2, 1900, 157—172. — 

Traduit du journal Voprossou filosofii i 
psichologii 1899 par Mile. A. GromeKa. 

Lange, J., Jacob Steiners Lebensjahre in Berlin 
1821—1863. Nach seinen Personalakten dargestellt 
(1899). [Recension:] Bullet. d. sc. mathém. 23,, 
1899, 319—320. (G. D.) — Monatsh. fiir Mathem 
11, 1900; Lit.-Ber. 12. — Zeitschr. fiir mathem. 
Unterr. 31, 1900, 306. (STEGEMANN.) (113 

Lampe, E., Zur Biographie von Jacob 
Steiner. [114 

Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 129—141. 

. Y . 

Noether, M., Uber Riemann’s Vorlesungen 
yon 1861—62 iiber Abel’sche Functionen. 

[115 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 8: 1, 
1900, 177—178 

Halsted, G. B., De Morgan to Sylvester. 

Four letters. [116 
The Monist 10, 1900, 188—197. 

Meyer, Fr., Rapporto sui progressi della teoria 
proiettiva degli invarianti nell’ ultimo quarto di 
secolo. Traduzione dal tedesco di G. VIVANTI 
(1900). [Recension:] Bollett. di bibliogr. d. se 


matem. 1900, 87. (G. L.) {117 
*(Goldschmidt, L., Kant und Helmholtz. 
Hamburg, Voss 1898. [118 


8°, XVI + 135 38. [5 #4] — [Recension:] 
Deutsche Litteraturz. 21,1900, 859—s860. (V. Hry- 
VELDER.) Monatsh. fiir Mathem. 11, 1900; 
Lit.-RBer. 4. (K. ZrInpDLER.) 

Wassilieff, A.. Pafnutii Lvovitch Tchébycheff et 
son ceuvre (1898). [Recension:] El progreso 
matem. 2,, 1900, 144—-145 {i119 

Wassilief, A. und Delaunay, N., P. L. Tscheby- 
schef und seine wissenschaftlichen Leistungen 
Die T'schebyschefschen Arbeiten in der Theorie 


der Gelenkmechanismen (1900).  [ Recension: ] 
Deutsche Litteraturz. 21, 1900, 1399—1400, 1787 
-1788. (P. STAcKEL.) [120 
M[ansion], P., Tchebychef (1821—1894). 
{121 


Mathesis 10,, 1900, 67—68. 

Lampe, E., Die reine Mathematik in den Jahren 
1884—1899. Nebst Aktenstiicken zum Leben von 
8s. A. Aronhold (1899). [Recension:] L’enseigne- 
ment mathém, 2, 1900, 150—151. — Wiadomosci 
matem. 4, 1900, 120 Zeitschr. fiir Mathem. 45, 
1900; Hist. Abt. 97—98. (CANTOR.) (122 

fivanti, G., Lista bibliografica della 

Vivanti, G., Lista bibliografica dell 
teoria degli aggregati 1893—1899. [123 

Biblioth, Mathem, 1;, 1900, 160—165 

Complete index of all the papers printed 
in the Proceedings of the London 
mathematical society vols. I—XXX. Lon- 
don, Hodgson 1900. [124 

8°, 32.8 


Sintzoff, D., Bibliographia mathematica 


rossica 1898. [125 
Kazan, Fiz.-matem. obchtch., Isvjestia 9,, 1899 
20 S 


*Fitzgerald, G. F., Lord Kelvin, pro- 
fessor of natural philosophy in the uni- 
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versity of Glasgow, 1846—1899. With 
an essay on his scientific work. Glasgow 


1899. (126 
4°, — [7¥/, sh.] ; 
Curtze, M., Zum siebenzigsten Geburts- 
tage Moritz Cantors. [127 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 227—231 
e) Nekrologe. 
Eugenio Beltrami. [128 


Bologna, Accad. d. sc. dell’ istituto, Rendiconto 
4,, 1900. 11 S. (S. PrncHERLE.) — Milano, Istit. 
Lomb., Rendiconto 33, 1900, 241—245. (C.So- 
MIGLIANA.) — Napoli, Accad. d. sc., Rendiconto 
6,, 1900, 74—80 [mit Schriftverzeichnis ]. 
(L. Prnto.) — Roma, Accad. da. Lincei, Rendi- 
conti 9,:1, 1900, 189—141 (CERRuTI); Rendi- 
conto dell’ adunanza solenne 1900, 462—477 
{mit Schriftverzeichnis]. (L. Cremona.) — Bol- 
lett. di bibliogr. d. sc. matem. 1900, 52—62 
(Abdruck des Necrologes von E. d@’Ovip1o mit 
Schriftverzeichnis von G. Lorra). — Annali di 
matem, 4;, 1909, 151—160 [mit Schriftverzeich- 
nis]. (U. Dryt.) — Periodico di matem. 2,, 1900, 
185—190 [mit Schriftverzeichnis]. (G. FRatTTIN1.) 
— L’enseignement mathém. 2, 1900, 173—179 
(franzésische Ubersetzung des Necrologes von 
G. Fratrtryt). — Il Pitagora 6, 1900, 86—87. 
Nature 61, 1900, 568—569. (G. H. Brvay.) 
Kazan, Fiz.-matem. obchtch., Isvjestia 10,, 1900, 
32—35 [russische Ubersetzung des Necrologes 
von M. L&vy in den Pariser ,,Comptes rendus“] 
Joseph-Louis-Frangois Bertrand. {129 
Paris, Acad. a. sc., Comptes Rendus 130, 1900, 
961—978. (J. LemartTRE, M. Livy, BERTHELOT, 


G. Darpoux, A. Corne, Dvenaux, G. Parts, 
G, PERROT.) Revue encyclop. Larousse 10, 
1900, 336—33% [mit Portriit]. (J. Boyer.) -— 


Periodico di matem. %,, 1930, 280. 
1900, 614—616 [mit Portrit]. (G. H. Bryan.) - 
Giorn. di matem. 28, 1900, 171—176 [italienische 
Ubersetzung des Nekrologes von G. H. BRYAN] 

Naturwiss. Rundschau 15, 1900, 320—323. 
(EB. LAMPE.) 


— Nature 61, 


Karl Bobek. [130 
Monatsh. fiir Mathem. 11, 1900, 97—101 [mit 
Schriftverzeichnis]. (G. Prcx.) 

Francesco Brioschi. [131 
Mathesis 10,, 1900, 112—113. 

Thomas Craig. [132 
New York, Americ. mathem. soc., Bulletin 6,, 
1900, 410—411. — L’enseignement mathém. 2, 
1900, 302. 

Luis Gonzaga Gascd. [133 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 8S: 1, 


1900, 26—27. — Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 
225—226. (A. Gurzmer.) — Bollett. di bibliogr. 
d. sc. matem, 1900, 63 

Karl Immanuel Gerhardt. 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 8: 1, 
1900, 28—30 [mit Portriit], (M. Cantor.) — 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 205—216 [mit Por- 
triit], (F. Mtuuer.) — Bollett. di bibliogr. d 
sc. matem, 1900, 63. 

Abraham Nikolaus Godefroy. [135 
Amsterdam, Wisk. Genoots., Nieuw Archief 4,, 
1900, 353—358. (P. H. Scuovre.) 

C. H. C. Grinwis. [136 
Amsterdam, Akad. van Wetensch., Verslagen 8, 
1900, 326. 

Hermann Heilermann. [137 
Zeitschr, fiir Mathem. 45, 1900; Hist. Abt. 57. 
(J. DIeKMANN.) 





[134 





Francisco da Ponte Horta. 


Jornal de sc. mathem. 14, 1900, 8—9. (G. TrI- 


XEIRA.) 
Sophus Lie. 
Mathem. Ann. 53, 1900, 1—41. (M. NoxrHer.) 
- Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 8:1 
1900, 30—46 [mit Portrit]. (F. EnGeu.) 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 166—204 [mit Por- 
trit und ausfiihrlichem Schriftverzeichnis] 
(F. EnGrt London, Mathem. soc., Procee- 
dings 30, 1899, 334—336. (W. BurnsipE.) 
Zeitschr. fiir mathem. Unterr. $1, 1900, 319—322 





[L. als Pidagog] W. AnRENS Kazan, 

Fiz.-matem. obchtch., Isvjestia 9, 1899. 32 8 

[mit Schriftverzeichnis}]. (D. SivrTzorr.) 
Kugen von Lommel. [140 


Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 8: 1, 
1900, 47—58 [mit Portriit und Schriftverzeich- 
nis]. (L. BouTzMany.) 

Friedrich Meyer. 141 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 8 : 1, 
1900, 59—61 [mit Portriit und Schriftverzeich- 
nis]. (G. Rreum.) 

Bartholomew Price. 142 
London, Mathem. soc., Proceedings 30, 189), 
332—334. (E. B. Evurorr.) 





Samuel Oliver Roberts. 143 
London, Mathem. soc., Proceedings 31, 1900, 
283—285 [mit Schriftverzeichnis] (F. 8S. Mac- 
AULAY 

Ferdinand Rosenberger. 144 


Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 217—224 [mit Por- 


trait]. (S. GUNTHER.) Wiadomogsci matem. 4, 
1900, 134 
Hermann Schapira. 145 


Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 8 : 1, 
1900, 61—66 [mit Portriit und Schriftverzeich- 
nis]. (C. KoEHLER.) 
Karl Schober. 146 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 8 : 1, 
1900, 66—68 [mit Portrit und Schriftverzeich- 





nis]. (W. Wrriincer.) 

Emil Wappler. [147 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 225 [mit Portriit 
und Schriftverzeichnis]. (G. Enrsirém.) 


f) Aktuelle Fragen. 


Loria, G., Sui metodi di compilazione 
dei cataloghi bibliografici. Pensieri e 
desiderii {148 
Bollett. di bibliogr. d. se 1900, 65-—70 

Valentin, G., Die Vorarbeiten fiir die all- 
gemeine mathematische Bibliographie 

[149 


matem 


Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 237—245. 
Laisant, (. A., Sur l'état d’avancement 
du répertoire bibliographique des scien- 
ces mathématiques. [150 

Biblioth, Mathem. 1,, 1900, 246—249 
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Graf, J. H., Uher die geplante inter- 
nationale naturwissenschattliche Biblio- 
graphie. }151 

Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 250—257 

Miiller, Felix, Vocabulaire mathématique 
francais-allemand et allemand-frangais, 
contenant les termes techniques employés 
dans les mathématiques pures et ap- 
pliquées. Mathematisches Vokabu- 
larium franzésisch-deutsch und deutsch- 
franzdsisch, enthaltend die Kunstaus- 
driicke aus der reinen und angewandten 


Mathematik. Erste Hiilfte. Leipzig, 
Teubner 1900. [152 
8°, XI + (2) + 1382 8S. [8 #4] [Anzeige:] 


Bollett. di bibliogr. d. se 1900, 92—96 
Galdeano, Z. G. de, La moderna organi- 
zacion de la matematica. [153 
El progreso matem, 2,, 1900, 54—59, 173—178, 
241—245, 310—313 

Gutzmer, A., Jahresversammlung der 
deutschen Mathematiker-Vereinigung zu 
Miinchen, 17.—23. September 1899. [154 
Biblioth. Mathem. 1;, 1900, 258—2)51. 

Pierpont, J., The summer meeting of the 
., Deutsche Mathematiker-Vereinigung “* 
at Munich, September 1899. [155 
New York, Americ Bulletin 6,, 
1900, 282—28: 

Whittaker, E. T., Mathematics at the 
meeting of the British Association at 
Dover, 1899. [156 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 262—263 

Congrés de l’Association frangaise pour 
l'avancement des sciences a Boulogne- 
sur-mer, 14—21 Septembre 1899. [157 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 261. 

Macfarlane, A., Meeting of the American 
association for the advancement of 
science at Columbus 1899. [158 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 263—264. 

Cantor, M., Die wissenschaftlichen Kon- 
gresse in Paris im Sommer 1900. [159 
Zeitschr. fiir Mathem. 45, 1900; Hist. Abt. 58 

[Der internationale Mathematikerkongrefs 
in Paris 6.—12. August 1900,] | 160 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 264—265. (J. Boyer.) 

Fiziko-matem. naouki 1,, 1900, 97-99. (V 
BoBYNIN.) Nature 62, 1900, 418—420 

Enestrém, G., Le congrés d’histoire des 
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Ernennungen. 


A. V. Bicxtunp, Professor der Mecha- 
nik an der Universitit in Lund zum Pro- 
fessor der Physik daselbst. 

— Dr. H. Y. Bexevixr zum Professor der 
Mathematik und Astronomie an der Uni- 
versitiit in Austin (Texas). 

— Prof. L. Borrvzmann in Wien zum Pro- 
fessor der theoretischen Physik an der 
Universitiit in Leipzig. 

— Dr. Warren G. Buttarp, ,, Instructor 
in mathematics“ an der Universitit zu 
Vermont, zum Professor an der Syracuse 
University in Syracuse N. Y. 

Prof. C. Caitter in Genf zum Pro- 
fessor der Differential- und Integralrech- 
nung an der Universitit in Genf. 

Dr. J. B. Currrenpen an der Univer- 
sitiit in Columbia zum Professor der Mathe- 
matik am Polytechnikum in Brooklyn, N. Y. 

Prof. G. Darsoux in Paris zum stiin- 
digen Sekretiir der Pariser ,,Académie des 
sciences“. 

Prof. L. E. Dickson in Austin (Texas) 
zum Professor der Mathematik an der 
Universitiit in Chicago. 

Prof. P. Drupe in Leipzig zum Pro- 
fessor der Physik an der Universitat in 
Giessen. 

Privatdoz. H. Genf zum 
Professor der Geometrie und Algebra an 
der Universitiit in Genf. 

- Privatdoz. M. Griister in Charlotten- 
burg zum Professor der Mechanik an 
der technischen Hochschule in Dresden. 

, Instructor in mathematics* H. Han- 
cock in Chicago zum Professor der Mathe- 
matik an der Universitiit in Cincinnati. 

Privatdoz. J. Horn in Charlottenburg 
zum Professor der Mathematik an der 
Bergakademie in Clausthal. 

— Frivz Korver, 
matik an 


Fear in 


Mathe- 
Berlin 


Professor der 
der Bergakademie in 
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zum Professor der technischen Mecha- 
nik an der Technischen Hochschule da- 
selbst. 


- Dr. G. H. Line zum Professor der 
Mathematik an der Universitiit in Cin- 
cinnati. 

— Prof. H. Lorenz in Halle a. S. zum 


Professor an der Universitit Gittingen. 
— Prof. E. Meyer in Géttingen zum 
Professor der Mechanik an der techni- 
nischen Hochschule in Charlottenburg. 

— Prof. F. Morrey in Haverford zum 
Professor der Mathematik an der Johns 
Hopkins Universitiit in Baltimore. 

— Prof. Fr. Pocxers in Dresden zum 
Professor der mathematischen Physik an 
der Universitit in Heidelberg. 

— Dr. J. Rasewskt zum Professor der 
Mathematik an der Universitit in Lem- 
berg. 

— Dr. E. D. Ror jr. zum Professor an 
der Syracuse University in Syracuse, N. Y. 

— Dr. Tu. Scumm zum Professor der 
darstellenden Geometrie an der technischen 
Hochschule in Wien. 

— Privatdoz. E. Wéurrine in Stuttgart 
zum Professor der Mathematik an der 
technischen Hochschule in Stuttgart. 

— Prof. Kart Zanrapnix in Agram zam 
Professor an der Technischen Hochschule 
in Briinn (Miihren), 


— Privatdoz. K. Zinpter in Wien zum 
Professor der Mathematik an der Uni- 


versitiit in Innsbruck. 


Todesfiille. 

Tuomas Craig, Professor der Mathe- 
matik an der Johns Hopkins Universitiit 
in Baltimore, geboren in Pittston (Penn- 
sylvania) den 20. December 1855, ge- 
storben in Baltimore den 8. Mai 1900. 

Ernst Retnnotp Epuarp Horprr, Privat- 


dozent der Mathematik an der Univer- 
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sitiit in Berlin, Herausgeber des Archivs 
der Mathematik und Physik, geboren 
in Naumburg den 18. November 1816, ge- 
storben in Berlin den 7. Juni 1900. 

Kart J. Kipper, ehem. Professor der 
Geometrie an der deutschen Technischen 
Hochschule zu Prag, gestorben daselbst im 
September 1900, 72 Jahre alt. 

- Varertan Nixonasewitscu Lian, Pro- 
fessor in Warschau, geboren in St. Peters- 
burg den 14. Juli 1846, gestorben in 
Warschau den 6. Januar 1900. 

Cuartes Scorr Venasie, emeritierter 

Professor der Mathematik an der Uni- 
versitit in Virginia, geboren in Prince 
Edward County (Virginia) den 19. April 
1827, gestorben in Charlotteville den 
11. August 1900, 
— Ernst Epvarp Wuttueiss, Professor 
der Mathematik an der Universitiit in 
Halle, gestorben in Halle den 9. Juli 1900, 
im 45. Jahre. 

Kart Zevsr, Privatdocent an der 
Technischen Hochschule in Briinn, ge- 
boren den 30. November 1854 zu Oszlan, 
gestorben den 13. Mai 1900. 


Mathematisch-historische Arbeiten in 


Vorbereitung. 

— M. H. G. Zeurnen prépare une se- 
conde partie dé son traité de lhistoire 
des mathématiques (Forelesning 
Mathematikens Historie), dont la premiére 
partie (Antiquité et Moyen Age) fut publiée 
en 1893. Cette seconde partie contiendra 
Vhistorie des mathématiques aux 16° et 
17° siécles. Une traduction frangaise 
de la premiére partie, faite d’aprés l’édi- 
tion allemande (1896) et dont le manus- 
crit a déja été revu par l’auteur, paraitra 
dans peu de temps. 

Die bayerische Akademie der Wissen- 
schaften in Miinchen hat Herrn F. Bott 
in Miinchen eine Unterstiitzung von 600 
Mark zur Fortsetzung seiner Studien tiber 
Astronomie und Astrologie der Griechen, 


over 


besonders zur Vergleichung von Hand- 
schriften im Vatikan, gewiihrt 

— Die preulsische Akademie der Wissen- 
schaften in Berlin hat Herrn Witaerm 
Scumipr in Helmstedt zu einer Reise nach 
Italien zum Zwecke der Vergleichung von 
Handschriften des Heron 700 Mark be- 
willigt 
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Mathematisch-encyklopiidische 
Arbeiten. 


— Von der Encyklopidie der mathema- 
tischen Wissenschaften, deren erstes Heft 
1898 erschien, sind augenblicklich fiint 
Hefte (zusammen 720 Seiten) des ersten 
Bandes (Arithmetik und Algebra) unter 
der Redaktion des Herrn W. Fr. Meyer 
in Kénigsberg, und vier Hefte (zusammen 
560 Seiten) des zweiten Bandes (Analysis) 
unter der Redaktion des Herrn H. Burx- 
HAarpt in Ziirich, herausgegeben worden. 
Es werden im ganzen 7 Biinde erschei- 
nen; und zwar wird die reine Mathematik 
drei Bande (Arithmetik und Algebra, Ana- 
lysis , umfassen, die ange- 
wandte Mathematik ebenfalls drei Binde 
(Mechanik; Physik; Geoddsie, Geophysil: 
und Astronomie), wihrend der Schlufs- 
band historische, philosophische und di- 
daktische Fragen behandeln wird. Band 
1 und 3 werden von Herrn W. Fr. Meyer, 
Band 2 von Herrn H. Burxksarpr in 
Ziirich, Band 4 von Herrn F. Kuern in Gét- 
tingen, Band 5 von Herrn A. Sommer- 
reLp in Aachen, der auf Geodiisie und 
Geophysik beziigliche Teil des Bandes 6 
von Herrn E. Wiecuerr in Gittingen re- 
digiert. Uber die Redaktion des astro- 
nomischen Teiles von Band 6, wie iiber 
die Redaktion von Band 7 sind endgiil- 
tige Festsetzungen noch nicht getroffen, — 
Die erschienenen Hefte enthalten eine 
sehr grolfse Anzahl von historischen und 
bibliographischen Notizen. — Eine fran- 
zésische Ausgabe unter der Redaktion des 
Herrn J. Mork in Nancy wird demniichst 
zu erscheinen beginnen. 


Geometrie) 


— Unter dem Titel Synopsis der hidheren 
Mathematik begann Herr J. G. Hagen vor 


etwa 10 Jahren eine zusammenfassende 
Arbeit iiber die héhere Mathematik her- 
auszugeben, deren Zweck ist, nicht nur 
die schon erlangten Resultate , 
auch die noch vorhandenen 
gugeben, und dazu durch zahlreiche 
Litteratur-Angaben die historisciie Ent- 
wickelung der einzelnen Theorien zu be- 
riicksichtigen, so dals es als ein Nach- 
schlagebuch benutzt werden kann. Dem 
Prospekte nach sollte die ganze Synopsis 
in 4 Biinden vollendet werden; das For- 
mat der Binde kann am angemessensten 
als Folio bezeichnet werden, — 


sondern 
Liicken an- 


Von dieser 















Arbeit erschien der erste Band (398 Sei- 
ten) 1891 und der zweite Band (416 Seiten) 
1894; behandelten beziehungsweise 
Arithmetische und algebraische Analyse 
und Geometrie der algebraischen Gebilde. 
Vom dritten Bande (Differential- und 
Integralrechnung) sind soeben zwei Liefe- 


sie 


rungen (128 Seiten) herausgegeben worden. 
— Neit Jahre 1803 verdffentlicht 
Herr G. Peano in Turin ein Formulaire de 
mathématiques, das in gewisser Hinsicht 
als eine Encyklopiidie der Mathematik 
betrachtet werden kann. 
soll niimlich die 


dem 


Das I’ormulaire 
bisher bekannten Siitze 
einzelner mathematischer Theorien in der 
von Herrn Peano ausgebildeten pasi- 
graphischen Zeichensprache zusammen- 
stellen und dabei auch Notizen tiber die 
ersten Entdecker der einzelnen Siitze 
geben. Der erste Band (144 Seiten) wurde 
1895 abgeschlossen, vom zweiten Bande 
sind drei Hette (63, 60, 199 Seiten) 1897 
—1899 erschienen. Dabei ist jedoch zu 
bemerken, dafs die neueren Hefte teil- 
weise nur verbesserte und vermehrte Neu- 
ausgaben der ilteren sind. Das letzte 
erschienene Heft enthilt die Abteilungen: 
Logique mathématique, arithmétique, li- 
mites, nombres complexes, vecteurs, déri- 
vées, intégrales. 

Unter dem Titel Teubners Samm- 
lung von Lehrbiichern auf-dem Ge- 
biete der mathematischen Wissen- 
schaften ist kiirzlich ein neues mathe- 
matisch - encyklopiidisches Unternehmen 
vorbereitet worden, das eine liingere Reihe 
von zusammentfassenden Werken iiber die 
wichtigsten Abschnitte mathemati- 
schen Wissenschaften mit Kinschluls ihrer 
Das Wort 
Lehrbuch im Titel der Sammlung ist 
so zu verstehen, dafs einzelnen 
Biinde derselben neben den rein wissen- 
schaftlichen auch piidagogische Interessen 
beriicksichtigen, und darum nicht nur 
Resultate, sondern auch Beweise und ein- 
gehende Darlegungen der Methoden ent- 
halten. Von dieser Sammlung sind bisher 
etwa 40 Biinde in Angriff oder in Aus- 
sicht genommen, und 3 Binde (Vor- 
lesungen tiber das Prarrsche Problem und 
die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung, yon EK. von 
Weser. — Die Determinanten von kK. Pascau;: 


der 
Anwendungen bringen soll. 


die 


| 
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deutsche Ausgabe von Herm. Lerrzmann. 
Theoretische Arithmetik von O. Srorz 
und J, A. Gaetner) erschienen, Unter den 
geplanten Binden sind einige wesentlich 
historischen Inhalts. 

— Im Jahre 1897 wurde eine Sammlung 
mathematischer Lehrbiicher fiir Studie- 
rende und zum Selbstunterricht geplant, 
die 1899 unter der Redaktion des Herrn 
H. Scnusert in Hamburg zu erscheinen 
begann und den Namen ,,Sammlung 
Schubert‘ bekam. Diese Sammlung soll 
einen einheitlich angelegten und aus 
systematisch sich entwickelnden Einzel- 
Darstellungen bestehenden Lehrgang der 
reinen und angewandten Mathematik um- 
fassen. Bis jetzt sind im ganzen 42 Biinde 
i. Aussicht genommen, von denen fiinf 
Elementare Arithmetik und Algebra; Ebene 


und sphiirische Trigonometrie; Algebra, 
Determinanten und elementare Zahlen- 


theorie; Ebene Geometrie der Lage; Ana- 
lytische Geometrie der Ebene) erschienen, 
und acht andere gegenwiirtig im Druck 
sind, Jeder Band wird 8—24 Druckbogen 
umfassen. Dals die Sammlung auch eine 
Geschichte der Mathematik enthalten wird, 
haben wir schon in der vorigen Chronik 
(S. 294) angekiindigt. 


Systematische Darstellungen mit 
historischen Bemerkungen. 

— Unter dem Titel: The teaching of ele- 
mentary mathematics hat Herr D,. E. Saari 
in Brockport (New York) neuerdings eine 
Arbeit tiber den mathematischen Unter- 
richt herausgegeben, worin drei Kapitel 
How arithmetic has developed“, S. 42 
—70; ,,The growth of algebra‘, S. 145—160; 
the growth of geometry“, S. 224—233 
historischen Inhalts sind, und auch die 
iibrigen Kapitel viele 

kungen enthalten. 
Herr M. Brickner in Bautzen hat kiirz- 
lich ein Werk itiber die Vielecke und Viel- 
flache veréffentlicht, worin eine grolse 
Anzahl von geschichtlichen Bemerkungen 
eingeflochten worden ist. Die meisten 
dieser Bemerkungen beziehen sich aut 
Vertasser aus dem 18. und 19. Jahrhun- 
dert, z. B. Evurer, Luumer, Pornsor, 
Mésius, Caytry, Hess, aber auch die iilte- 
ren Untersuchungen iiber die behandelten 
Gegenstiinde sind beriicksichtigt worden. 


~ 


0. 


historische Bemer- 
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Gesammelte Werke kiirzlich verstor- 
bener Mathematiker. 


— Die Werke von P. L. Tcnesycuerr 
+ 1894) werden gleichzeitig in zwei Auf- 


lagen, einer russischen und einer franzési- 
schen, von den Herren A. Markorr und 
N. Sonn herausgegeben. Der erste Band 
erschien schon 1899 und der zweite ist jetzt 
unter der Presse. 


— Die Werke von F. 


Brioscut (+ 1897 


werden yon den Herren L. Cremona und 
G. B. Guccia herausgegeben. Der erste 
Band ist soeben gedruckt. 

— Eine Ausgabe der siimtlichen Ab- 


handlungen von E. Berrram (+ 1900) in 
drei oder vier Banden ist von der mathe- 
matischen Fakultit der Universitiit in Rom 
geplant. 


Gekrénte Preisschriften. 

— Académie de Belgique a Bruxelles. 
Le prix des sciences mathématiques et 
physiques a été décerné en 1899 a M. L. 
AvuronnE pour un mémoire Swi les formes 
quaternaires a deux séries de variables; 
applications a@ la géomeétrie et aw caleul 
intégral. 


Preisfragen gelehrter Gesellschaften. 
Akademie der Wissenschaften in Ber- 
lin. Preisaufgabe der Sreier-Stiftung 
fiir das Jahr 1904. 
bedeutendes, auf die 
krummen Flichen sich 
jetzt noch nicht geléstes Problem mig- 
lichst mit Beriicksichtigung der von 
J. Sveiver aufgestellten Methode und Prin- 
zipien vollstindig gelist werden. Be- 
sonders richtet die Akademie die Auf- 
merksamkeit auf die speziellen Aufgaben, 
auf welche J. Sreimer in der allgemeinen 
Anmerkung am Schlusse seiner zweiten 
Abhandlung iiber Maximum und Minimum 
bei den Figuren in der Ebene, auf der 
Kugelfliche und im tiberhaupt 
hingewiesen hat. 


Es soll irgend ein 
Lehre von den 
beziehendes, bis 


Raume 


Académie de Belgique a Bruxelles. 
Concours pour l’année 1901. On demande 
une contribution importante a l'étude des 
formes mixtes & un nombre quelconque 
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de séries de variables, et d’en appliquer 
les resultats 4’ la géométrie des espaces 
quelconques. 

— Gesellschaft der Wissenschaften in 
Géttingen. Preisaufgabe fiir das Jahr 
1901. Es soll fiir einen beliebigen Zahl- 
kérper das allgemeinste Reciprocitiitsge- 
setz der /-ten Potenzreste ausgefiihrt und 
bewiesen werden, wenn / eine ungerade 
Primzahl bedeutet. 

— Jablonowskische Gesellsch. in Leipzig. 
Preisaufgabe fiir das Jahr 1901. Die 
Theorie der quadratischen Differential- 
tormen ist in einem wesentlichen Punkte 
zu vervollkommnen. 


Vermischtes. 

Unter dem Titel: Astronomischer 
Jahresbericht hat Herr W. F. Wisti- 
cenus in Strafsburg mit Unterstiitzung der 
Astronomischen Gesellschaft eine Publi- 
kation angefangen, die dem Jahrbuche 
liber die Fortschritte der Mathe- 
matik ihnlich ist, und deren soeben er- 
schienener I. Band (XXIII + 577 8.) die 
Litteratur des Jahres 1899 behandelt. 
Der Band fiihrt 1768 Arbeiten und Mit- 
teilungen auf, von denen etwa 40 dem 
Berichterstatter nicht zugiinglich waren, 
sodals keine Referate dariiber gegeben 
werden. Mathematische und physikalische 
Arbeiten sind nur insoweit beriicksichtigt, 
als sie inhaltlich selbst auf astronomische 


oder astrophysikalische Fragen Bezug 
nehmen. Der Herausgeber wurde durch 


die Herren C. Burrau, E. F. v. d. 8. Bax- 
nuyzen, A. Iwanow, von Kévesticeray und 
LAska unterstiitzt, welche iiber die in 
diinischer, holliindischer, russischer, unga- 
rischer und polnisch-biéhmischer Sprache 
erschienenen Arbeiten referierten. 

— The Australian association for the 
advancement of science met at Melbourne 
January 9th, 1900. The presidential ad- 
dress was delivered by Mr. R. L. J. Ex- 
tery on The beginnings and growth of 
astronomy in Australia, and the presiden- 
tial address of the mathematical section 
by Mr. G. H. Kyrpss on The developement 
of the atomic theory of matter. The next 
meeting of the association will he held 
at Hobart in January, 1902. 
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